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Давай немного поговорим о математических задачах [для разнообразия, на русском]. Тебе знакома книжка…

Thinking ● Searched 6 websites ✓ Worked for a couple of seconds Да, знакома. Это небольшая брошюра В. И.…

Хорошо. Возьмём первую задачу. Решение я знаю, мне бы хотелось увидеть твоё мнение [подсказка: всё не…

Thinking ● Solving the puzzle I’m modeling the price in whole kopecks. One person is short seven kopecks, the oth…

Вот в том и дело. С чего ты взял, что копейка является неделимой денежной единицей? Из условия следуе…

Thinking ● Searched 27 websites ✓ Worked for 7s Да. И здесь я как раз попался на современную интуицию. В…

"И теперь я начинаю подозревать, что именно это ты и имел в виду под «всё не так просто»." - Да!! И да, я…

Да, я тоже считаю это очень вероятным. Арнольд был слишком чувствителен к скрытым предпосылкам,…

Во второй задаче она не спрятана:)) Проверь сам.

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for a couple of seconds Да, проверил. Во второй задаче Арнольд…

Ага. 1 и 2 - это серия [если бы порядок был 2, 1, первая задача стала бы очевидной]. 3 - в общем, тоже что-…

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for 5s Да, согласен. №3 по типу очень близка к №2: «Кирпич весит…

На будущее: немного зная Арнольда (не лично), я бы не рекомендовал использовать уравнения, сложные…

Да. И здесь как раз уравнение было бы почти преступлением против духа задачи. 🙂 Ответ очевидный:…

Номер 5 [мне кажется,  от хадач для 5-леток мы переходим к задачам для 6-леток]. Ты сможешь нарисоват…

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for a couple of seconds Да. Для №5 я бы выбрал оси так: по x - время,…

Интересно. Обычно, если у нас есть два графика [функции], которые надо сравнить, за независимую…

Thinking ● Clarifying graph domains I’m recognizing that position-versus-time gives different time intervals, so the…

Да, согласен. Хорошо, давай нарисуем график, и, как там насчёт пропорций? Нужны ли нам уравнения или…

Да - здесь, по-моему, геометрических соображений и пропорций вполне достаточно. Систему уравнений я …

Ну, у тебя всё равно получилось уравнение. Типа того. Кстати, ты знаешь, как находить геометрическое…

Да — и намёк прозрачный: оно называется геометрическим именно потому, что возникает из чисто…

Можешь сгенерировать красивую картинку (с графиками и построениями) по этой задаче? [Я, честно говор…

[Image: Geometric Mean at Dawn: A Classic Time-Distance Puzzle]

Не идеально. У тебя красная прямая падает от ниже 6 утра, а вышли они одновременно. Дополнительно [и…

Да, твоя идея имеет смысл — и ошибка на картинке действительно существенная: обе прямые обязаны…

Попробуй нарисовать.

[Image: Russian Math Puzzle Infographic]

Дальше несколько лёгких задач. Давай их проговорим- для полноты картины. Задача 6: что не так? :))

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for 10s Ага, №6 как раз из серии «не начинай считать, сначала…

Очень хорошо. И мне особенно нравится, что решение чисто геометрическое ("очевидное", в прямом…

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for a couple of seconds Да, №7 действительно выглядит почти слишк…

Номер 8. Я знаю, почему Арнольд включил эту: ответ кажется неожиданным для тех, кто ничего не знает о…

Согласен. №8 — классическая задача про пруд с кувшинками/ряской, площадь которых каждый день…

Задача 9 - классика, золотой стандарт. Проблема в том, что она чересчур хорошо известна. Зато она непло…

Да, №9 — именно такой тип задачи, где ценность не столько в конкретном ответе, сколько в структуре…

Задача 10: есть одна маленькая и лёгкая ловушка, и это всё о ней. "На мелководье корабли не могу…

Thinking ● Searched 9 websites ✓ Worked for a few seconds Да, в №10 именно такая микро-ловушка: прежде…

州勘庵主 Jõshû Sees the Hermits 趙州、到一庵主處問、有麼有麼。 Jõshû went to a hermit’s cottage and asked, “Is the…

Да, теперь понятно. Это из «Мумонкана» / The Gateless Gate, случай про Чжаочжоу и двух отшельников. И т…

Давай поговорим решение для полноты (хотя, честно говоря, тут ответа достаточно. "А почему не 1000?" А...)

Thinking ● Searched 10 websites ✓ Worked for 5s Да. Тут действительно вся задача - в одной последней мысл…

Задача 11. А вот тут много можно чего сказать. И Арнольда покритиковать тоже можно. Решение "очевидн…
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Thinking ● Clarifying the puzzle I’m checking the exact wording because the classic bear puzzle depends on…

Мне кажется, эту задачу подробно разбирает Маковецкий в "Смотри в корень". Если ты знаком с этой…

Thinking ● Searched 8 websites ✓ Worked for 10s Да, похоже, ты прав насчёт Маковецкого - я нашёл книгу и…

У Маковецкого есть похожие задачи, но идентичную я не нашёл. Ну что же. Следующая задача (12) тоже…

Я бы здесь разделил «задачу в арнольдовской идеализации» и реальный вопрос о приливе в конкретном…

Номер 13. Всё очень очевидно, но мне крайне любопытно, как ответишь ты [при условии, что ты не знаешь…

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for a couple of seconds Да, эта задача действительно очень…

Задача 14. Я бы сказал вариантов много, найти один (или несколько) нетрудно. Было бы очень круто, если…

Да, попробую именно как пространственный объект, а не «чертёж в перспективе сбоку». Сначала сверю…

Нет, это не оно. Для начала, твоя картинка двухэтажная, а не трехэтажная. Попробуй ещё раз.

Да, моя ошибка: я нарисовал конструкцию с высотами максимум в два уровня. Для №14 это принципиально…

Не совсем, но не будем отвлекаться. Задача 15 - и это первая задача, для которой я не знаю красивого…

Тут я бы действительно искал не «перебирать разбиения 64», а смену картинки. Само условие №15: разбит…

Вот линк с другим подходом: [https://math.stackexchange.com/questions/3383306/partitions-of-64-with-…

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for 4s Да, посмотрел. Этот подход действительно лучше организует…

Я не знаю, никто не знает, и Арнольда уже не спросишь, к сожалению :(( Разве что ты попробуешь…

С удовольствием. Только договоримся: это не цитата, а моя реконструкция того, что Арнольд мог бы сказа…

Хорошо. Спасибо! Как будто с Владимиром Игоревич поговорил. Задача 16: гармонический ряд расходится,…

Thinking ● Clarifying domino overhang I’m unpacking the distinction: each successive center-of-mass shift decreas…

Задача 17 или задача из анекдота про фон Неймана (уверен, что именно оттуда она в сборник и попала. "Я…

Thinking ● Searched 9 websites ✓ Worked for 5s Да, №17 - почти наверняка именно из этого семейства, и тут…

Задача 18. Прототип всех задач на раскраску.

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for 8s Да - только маленькая поправка: в издании 2007 года…

Ага, у меня издание 2004 года. Можешь дать ссылку на издание 2007 года?

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for a few seconds Конечно. Вот второе, дополненное издание 2007…

Очень хорошо. Давай тогда придерживаться издания 2007 года, раз уж там задач больше. Правда я его в…

Да, могу — в том смысле, что могу различать, где решение просто правильное, а где оно резко меняет…

Задача 21. Простая, но очень красивая гусеница - смена размерности!

Именно. №21 хороша не вычислением, а тем, что заставляет перестать мыслить в той размерности, в…

Не совсем очевидно из твоего ответа: ты понимаешь, что мы говорим от развертке? (3D -> 2D)

Thinking ● Searched 1 website ✓ Worked for a few seconds Да, именно. Я в предыдущем ответе описал смену…

Задача 22 как прототип "бильярдов". Пожалуй, имеет смысл обобщить - как решать такие задачи в их…

Thinking ● Searched 8 websites ✓ Worked for 23s Да. И здесь, мне кажется, полезно сделать из №22 не…

Нарисуй.

[Image: Two-Jug Puzzle: States and Euclid]

Задача 23. Действительно, как-то не по порядку. Ну, хорошо. У нас 4 лишних ноги :)) Лишние ноги идут…

Да, и это как раз прекрасный пример того, как уравнение может ухудшить решение. Твой ход: если бы все…

Мне кажется совсем элементарные задачи здесь кончаются, дальше идут intermediate, а потом и advanced.…

Я бы развёл эти две категории довольно сильно: «важно/глубоко» — насколько далеко идея задачи тянетс…

Дальнейшие задачи, мне кажется, интересны глубинными связями. Многие из них работают как портал,…

Да, тут уже стоит собрать не отдельный трюк, а целую маленькую «теорию движения плоскости» — именн…

Спасибо! И совершенно верно: дверь в геометрию преобразований. В этом смысле задачу 22 можно…

Да, здесь стоит именно расследовать замысел задачи, а не просто проверить список ответов. Я посмотрю н…

Ага. Я даже не знал, что существует англоязычное издание с [частичными] решениями. Это супер!…

Да, здесь я бы уже говорил не об одном портале, а о целом узле из четырёх дорог: изотропия/симметрия →…

А как насчёт додекаэдра (например). Там тоже только вторая степень, или там и более высокие степени…

Thinking ● Searched 7 websites ✓ Worked for 6s Да - для правильного додекаэдра работает не только вторая…
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Очень красиво, очень глубокие связи. К сожалению, немного выходят за рамки 5-15 intermediate, но будем …

Да, можно — и тут есть несколько разных направлений обобщения. Самое естественное: сначала понять, ч…

Ну, и заметим, что ответ в этой задаче, совершенно в духе Арнольда, сумма расстояний постоянна.…

Thinking ● Searched 18 websites ✓ Worked for 13s Да, нашёл именно его: But why is a sphere's surface area fou…

Задача 29. Малая Теорема Ферма для 2. Неожидано совсем просто: сначала перейдем к 2^p mod p = 2 (то,…

Да. И здесь мне кажется, что у №29 есть ещё одна особенно красивая дверь, которая делает задачу глубж…

По поводу твоего замечания: задача специально упоминает простое нечётное p. И да, точно, ты совершенн…

Да, тогда моя оговорка про p=2 была лишней — Арнольд уже аккуратно снял этот крайний случай…

Задача 30: задача Бюффона. У неё очень богатый культурный контекст: многие люди, включая Арнольда,…

Здесь действительно есть три разных слоя: элементарная геометрия вероятности, история…

Да, я совершенно согласен. Уверен, что Арнольд имел в виду решение Барбье. Далее мы переходим к…

Хорошая идея. Тут полезнее не искать одну цитату, а собрать «карту повторяющихся мотивов» по разным…

Совершенно верно. Одно замечание: книга Алексеева о Теореме Абеля - это конспект лекций Арнольда,…

Да, спасибо — это важное уточнение. Тогда связь ещё прямее: речь не просто о книге, близкой Арнольду п…

Вооружённые этим знанием (культурным контекстом - кстати, одна из наших целей вполне гуманитарна:…

Да — тут, думаю, важно отделить две вещи: почему Арнольд ограничил условие треугольными гранями и…

Да, я думаю, ты прав. Это действительно снимает некоторые проблемы и обнажает механизм. Задача 32 -…

Thinking ● ● Разбирая построение I’m checking the geometry carefully: three mutually perpendicular golden…

Да, есть и моя вина. Из трех золотых прямоугольников естественным образом строится икосаэдр, додекаэд…

Да, теперь конструкция становится совершенно ясной:…

Ну вот, например, иллюстрация с одним вписанным кубом:…

Да, вот это уже хороший ориентир: на такой картинке сразу видно главное - 8 вершин выбранного куба…

А вот, например, иллюстрация с построением икосаэдра:…

Да, связь есть, но она не такая прямая, как «каждый золотой прямоугольник задаёт куб». Скорее золотые…

Прямой геометрической связи (как сразу получить куб из прямоугольников) не видно. Или она всё же есть?

Да — кажется, тут есть как раз прямая геометрическая связь, и она лучше, чем связь через вращения. Она…

Хорошо. Уже лучше :)) Задача 33. Ответ: 1/6. Соответствующий октаэдр в пересечении сложно увидеть (мн…

Да, здесь уже очень похоже на систематическое выращивание симметрических групп из многогранников:…

Да. Следующая задача в серии это 34. И поехало: спариваем додекаэдр и икосаэдр, куб и октаэдр. Тетраэд…

Да — здесь серия уже перестаёт быть просто «геометрией многогранников» и начинает явно превращатьс…

Дальше начинается некоторая путаница. Следующей задачей должна быть 37. 36 явно должна…

Да, логика перестановки выглядит разумно: сначала довести линию «многогранники → действия групп», а…

ОК. 33bis. Метод следов, особенно трудный в случае нарисованном в 33 bis: точки на ребрах, не лежащих н…

Здесь я бы не спешил приписывать задаче «большую теорию»: вполне возможно, что 33bis — просто…

Ну, хорошо. Пропуская 36 (просто n!), переходим к 35. Формула Polya, действительно, не нужна, но у нас…

Да — здесь есть одна очень чистая вещь, которую ты ещё не сформулировал явно: это не просто «делим н…

Хорошо. Задачи 38 и 39 вместе. Идея та же, что и в 29 плюс индукция. Доказать легко. Но... я смутно…

Да, тут связь с перечислением вполне может быть реальной: выражения типа ap−a и их делимость часто…

Да, неожиданно. Тривиальная задача 40. Телескопический ряд: 1-1/100 = 0.99. Связать это можно хоть со…

Согласен: здесь, по-моему, не стоит выжимать «большую теорию» насильно. Если №40 — это сумма вида…

Задача 40: Теорема Бойяи (старшего)-Гервина и выход на третью проблему Гильберта (и инвариант Дена).…

Да, тут я бы тоже разделил внутреннюю глубину самой двумерной теоремы и её историческое значение ка…

Задача 42. Связи: непрерывные дроби, алгоритм вытягивания носов (Делоне), теория приближений и там…

Да, и твое доказательство схватывает именно плотностный смысл решётки: фундаментальный…

Задача 43: формула Пика. Доказательство известное и несколько нудное (от простых случаев к сложным с…

Thinking ● Connecting lattice formulas I’m relating a lattice polygon’s triangulation, Euler’s formula, Pick’s theore…

Здорово! Шнуровка даже выглядит похоже на формулу Грина. Интересно, нельзя ли что-нибудь вывести из…
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Да, такая линия существует, и она очень естественная: формула Пика действительно можно читать как…

Да, и всю эту гидродинамику я видел раньше - возможно у матлогера. Очень красиво и очень интересно!

Да, это очень похоже на Mathologer по стилю: взять дискретную формулу и внезапно показать за ней…

Закончим эту серию задачей 44, и я, в общем, не вижу причин, почему мое рассуждение для плоскости не…

Да, тот же плотностный аргумент должен переноситься почти без изменений: в 3D вместо…

Печально. Но, в трёхмерном случае у нас всё равно есть формула Гаусса, правильно (ну, какая-то…

Thinking ● Clarifying lattice geometry I’m distinguishing the divergence-theorem volume formula from lattice-point…

Да, но есть нюанс. В 44 Арнольд говорит о параллелепипедах (и только о них). А там с углами всё в порядк…

Thinking ● Clarifying the formula I’m checking what statement 44 specifically asks, because your proposed…

Хорошо. Переходим к комбинаторике (в основном). Задача 45. Числа Фибоначчи, но и алгоритм Эвклида…

Да, здесь я бы тоже не распахивал весь зоопарк связей Фибоначчи. Гораздо интереснее удержать ту лини…

Да! Ты заметил гораздо больше связей с предыдущими задачами, чем я. ОК. Задача 46. Числа Каталана. М…

Да — твоя цепочка уже очень хорошая и, пожалуй, самая естественная именно для задачи о триангуляция…

Коль скоро ты заметил про двоичные деревья, я бы добавил ответвление Seven Trees in One (A.Blass,…

Thinking ● Searched 9 websites ✓ Worked for a couple of seconds Да - это очень хорошее ответвление, и оно к…

Наверное, можно попробовать нарисовать картинку: в центре числа Каталана, а от них идут цепочки связе…

[Image: Catalan Numbers Concept Map]

Задача 47. Можно догадаться, можно исследовать + простая индукция. Смотрится очень мелкой по…

Thinking ● Relating tree counts I’m connecting the expression to rooted binary trees, Catalan numbers, and labele…

Ага. Гораздо интереснее, чем я думал. А теперь обобщаем в сторону произвольных деревьев. Задача 48:…

Да, здесь естественный следующий шаг после №47 — уйти от бинарных деревьев к всем помеченным…

Далее группа задач 49-51. В 49 мы строим рекурсию, разбивая по n (наибольшему числу). В 50 у нас явно…

Да, я тоже подозреваю, что это в первую очередь мини-курс по производящим функциям, но, возможно, та…

Да, связь комбинаторики и дифференциальных уравнений - это очень типично для Арнольда. Я, правда, не…

Да, поищу именно у Арнольда, а не просто в литературе о числах Эйлера–Андре: упоминания «змей»,…

[https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf](https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf) Вот ссылка на…

Да, это уже отличное прямое свидетельство. Ссылка на сам номер Quantum намного лучше вторичных…

Задача 52. Продолжая тему Эйлера [следующая тоже её продолжит]. Ну, формула супер-известная,…

Есть шанс, что №52 как раз не случайный одинокий Euler fact, а кусок более широкой арнольдовской линии…

Ты совершенно прав: 52, 53, 54 - это серия, и она имеет связи с предыдущими задачами. Хорошо, что я…

Да, тут у тебя уже очень богатая развилка: линейная рекурсия ↔ характеристическое уравнение ↔ Бине ↔…

Задача 56. Арнольд посвятил книжку цепным дробям. В данном случае то, что последовательность сходит…

Да, здесь связь с Арнольдом уже почти прямая: №56 выглядит как маленький «входной билет» в его…

Задача 57: многочлены Чебышева. Ну, у многочленов Чебышева приложений и связей много - можно,…

Да, здесь лучше разделить два уровня: обычная “карта применений” Чебышёва и то, что реально проходит…

Задача 58. Мои ассоциации: Алгебраическая Теория Чисел, Дискретное Преобразование Фурье, что-то в…

Здесь я бы сначала точно восстановил саму №58, потому что твои ассоциации — алгебраическая теория…

Один важный момент: решения задач, на которые ты ссылаешься, принадлежат не Арнольду, а переводчи…

Да, это важная поправка. Я буду дальше строго разделять три слоя: формулировка задачи Арнольда; то, чт…

Да, это важно. Задача 59. Я не знаю, почему Арнольд выбрал именно эти кривые, но связь этой задачи с…

Да, здесь я бы тоже поставил №59 почти в категорию «прямой автограф Арнольда»: не просто красивая…

Задача 60. И это как раз тот случай, когда [как мне кажется] Арнольд не согласился бы с приведенным…

Да — и твоя идея мне кажется гораздо более «арнольдовской», чем точное вычисление. Здесь ключевой…

Да, опечатка: не pi/5, а pi/2, конечно. Это я и имел в виду. В интернете я не видел *ни одного* решения,…

Thinking ● Comparing solution styles I’m agreeing with the distinction: problem 60 rewards an exact reduction…

Задача 62. Связи фантастические. Чуть ли не вся современная геометрия связана с этой задачей. Needham…

Да, здесь, похоже, мы выходим за пределы «арнольдовской личной линии» в область общеобязательной…
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Верно. И, да - это портал в неевклидову геометрию, а через нее в Теорию Относительности (обе), например…

Да — и тут есть полезное уточнение: к двум теориям относительности путь идёт немного по-разному. Для…

Далее "downgrade", рисуем гипоциклоиды. Ну, особенности, каустики, теория катастроф - связи кажутся…

Понимаю ощущение: после №62 это действительно выглядит как резкое понижение масштаба. Но у…

Ага, теперь понятно, в чём тут дело. Задача 64. Простая. Ответ: ~ sqrt(2×N×ln2). Или даже O(sqrt(N)). А…

Да, по формуле это почти наверняка «парадокс дней рождения» в абстрактном виде: порог столкновения…

Ага, понял. А связи с механикой, статистикой, энтропией? Выглядит очень похоже.

Да — и здесь есть очень красивая развилка, которую стоит проговорить аккуратно: “первое совпадение гд…

Задача 65. Закон Снелла и миражи. Не уверен, что сможешь нарисовать (сначала, конечно, надо просчитат…

Да. Сначала геометрия, чтобы рисунок не получился декоративным. Из n(y)sinα=c следует: луч изгибается …

Мне кажется получилось. На практике в песке отражается небо, и кажется, что это вода. Ну, контекст…

Да, и я бы здесь добавил ещё один очень арнольдовский слой: геометрическая оптика как механика. Тогда…

Да, это я неудачно выразился. Там где должен быть песок, видно небо, и кажется, что среди песка вода.

Да, именно. Формулировка «там, где должен быть песок, видно небо» гораздо точнее. Глаз получает луч о…

Задача 66. Задача Фаньяно. Конструкция, кажется, принадлежит Шварцу или Фейерц и описана в…

Да, сходство с Данделеном я понимаю: в обоих случаях хороший ход — перестать оптимизировать исходну…

Задача 67. Я знаю решение с интегралом, но я уверен, что интеграл вычислять не надо! Тема очень, очень…

Да, тут я почти уверен, что ключ не в интеграле, а в геометрическом смысле закона 1/r2. Если №67 — та…

Серия 68-72, логарифмы вручную. Впрочем, логарифмы будут нужны и дальше. Задача 68: ~0.3 - это легко…

Да — тут есть очень приятный путь вообще без ln10, корней и таблиц. И, по-моему, именно такого типа…

В принципе,  1.024^42  - это довольно близко к e.  Может это можно использвать для упрощения?

Да — и довольно красиво. Но использовать e имеет смысл не как промежуточный логарифм, а как способ…

Ну, e - это общекультурное понятие. Его знают все ["Everybody who is anybody" - в математике, конечно].…

Thinking 🌐 Calculating Exponential Growth and Logarithmic Ratios ● Calculated exponential growth and logarithm…

Хорошо. Задача 69. Очевидная [4 = 2^2, 8=2^3, 5 = 10/2 и так далее] и вспомогательная. Давай проговори…

Thinking ● Computing logarithms I’m identifying the requested values as the common logarithms of 4, 8, 5, 50, 32…

Задача 70 и 71 заодно: нам нужна семерка! А остальное мы найдём (задача 71). Значение для 50 у нас есть…

Да, здесь серия становится совсем прозрачной: №70 добывает log7 из уже известного log50, а №71 уже…

И у нас есть логарифмы для всех чисел из первой десятки. Откровенно говоря, очень увлекательное занят…

Thinking ● Оценивая логарифм 11 Я вычисляю \(\log_{10}(11)\) через \(\ln(11)/\ln(10)\). Используя разложени…

О, а я думал про 11^10 = 10^10×(1 + 0.1)^10 ~ e×10^10. И плюс информация про e, которая у нас была…

Thinking ● Estimating logarithms I’m comparing the two methods. Using \(11^{10}\approx e^{10\ln 11}\) still…

Задача 72: кстати о ln 10 и log10(e). Там даже подсказка есть (например, a = 1024/1000 - близко к 1, ln(1+x)…

Да — №72 как раз замыкает наш маленький круг: раньше мы использовали e как общекультурную…

Задача 73. 1. У Арнольда есть статья на эту тему. 2. Это эмпирический закон имени кого-то [забыл кого]. В…

Да — это закон Бенфорда. И твоя формула уже почти полностью раскрывает механизм: доля чисел с перво…

Задача 74 о том же. Что смешно, практически всё решение обеих задач содержится в Указании - этой…

Да, похоже на редакционную неуклюжесть. По смыслу 73 и 74 явно образуют одну пару:…

Да, ну и последняя серия (75-79): эргодическая теория на торе - для школьников, ага (сарказм). Арнольд,…

Да, тут уже начинается почти издевательски-арнольдовская концовка: «детские задачи» внезапно выводя…

Небольшая пауза. Я сгенерировал PDF, используя ChatGPT Exporter plugin для Chrome. Удивительно, но этот…

Да, это как раз тот тип позднего открытия, который очень жалко оставлять вне основного текста: оно…

Я пройду по задачам и посмотрю, что хотелось бы добавить. Задача 75. Пункаре и Лиувилль. Давай обсуди…

Да, это как раз тот случай, где одно короткое упражнение стоит развернуть в маленькую карту…

То, что у тебя связано с именами Больцмана и Цермело, я привык связывать с именами Лошмидта (парадок…

Да, тут легко смешать несколько близких, но всё-таки разных возражений против Больцмана. Я разложу и…

Ага. Задача 76. Action-angle и KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser). Мы уже затронули её связь с Теоремой…

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 5 / 269

https://www.chatgptexporter.com/


Здесь действительно стоит развернуть контекст: №76 — почти идеальная школьная модель линейного…

Задача 77. Решение простое: рациональные точки (относительно π). Важен контекст (окрошка из кошки,…

Да — само доказательство №77 почти одноходовое, поэтому смысл задачи почти целиком в объекте,…

Задача 78. Собственно, я слегка запутался (или составитель): в русском оригинале 78 ссылается на 76, и…

Да, тут похоже именно на текстологическую проблему, а не на математическую тонкость. Я сверю подряд…

Хорошо. Продолжаем с 78. Пока что [для этой ситуации] нам известно 75 и 77.

Да. Значит, сейчас честно ограничимся тем, что уже «разрешено» самой серией: №75 — возвращение для…

Очень нешкольное решение, к сожалению. Вопрос: есть ли альтернатива? А 79 использует нешкольное…

Да — и, пожалуй, это важный диагноз самой серии: №78 уже нельзя честно сделать “совсем школьной”, ес…

Хорошо (хотя и не очень). Ты, по факту, упомянул символическую динамику. Можешь немного (и на…

Да — и здесь Туэ–Морс действительно уместен, но не как кодировка кошки Арнольда, а как другой, очень…

Хорошо. Последняя задача, объединяющая: 79. Произвольное измеримое множество (мера Жордана) мы…

Я бы предложил чуть другой план, потому что №79 на самом деле склеивает два разных механизма: снача…

Ура! Мы добрались до конца - с чем нас и поздравляем!!! Похоже, этого добились немногие, судя по…

Поздравляем — и, да, это уже вполне заслуженно. :)) Я проверю именно английский ответ к №79: если там…
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Давай немного поговорим о математических задачах [для разнообразия, на 

русском]. Тебе знакома книжка Арнольда "задачи для детей от 5 до 15"? Если 

нет, я могу добавить pdf или дать ссылку.

9/24/2026, 11:01:16 AM

Thinking

●
Searched 6 websites

✓ Worked for a couple of seconds

Да, знакома. Это небольшая брошюра В. И. Арнольда «Задачи для детей от 5 до 15 лет» - во втором, дополненном

издании 2007 года там 79 задач. Сам Арнольд характеризует их как задачи «для развития культуры мышления»:

специальных знаний обычно почти не требуется, но некоторые действительно могут поставить в тупик и взрослого

математика. (Math.ru)

PDF добавлять не обязательно: у МЦНМО/Math.ru есть доступная версия, и я могу опираться прямо на неё. PDF, издание

2007 года на Math.ru

И я думаю, эта книжка хорошо подходит именно для разговора о задачах, а не для формального курса математики.

Можно, например, брать по одной задаче и разбирать не только решение, но и:

какая первая мысль возникает и почему она может оказаться ложной;

что в условии существенно;

можно ли решить «детским» способом без аппарата;

какое более общее математическое явление за ней скрывается.

Можем начать с №1 и идти подряд - либо я могу выбрать несколько особенно характерных арнольдовских задач из

разных мест книжки.

Sources

В. И. АРНОЛЬД math.ru

9/24/2026, 11:01:18 AM · gpt-5-6-thinking
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Хорошо. Возьмём первую задачу. Решение я знаю, мне бы хотелось увидеть 

твоё мнение [подсказка: всё не так просто и очевидно, как кажется.]

9/24/2026, 11:03:20 AM

Thinking

●
Solving the puzzle

I’m modeling the price in whole kopecks. One person is short seven kopecks, the other one, and together they’re still short, so the price 

must be seven kopecks.

●
Solved the puzzle

●
Searched 1 website

✓ Worked for 16s

Да - и подсказка здесь очень к месту. Я бы сказал, что первая задача Арнольда вообще не про сложение денег, а про

умение правильно перевести бытовое условие на математический язык.

Условие у Арнольда буквально такое: Маше не хватает 7 копеек, Мише - 1 копейки; они складывают деньги, но на один

букварь всё равно не хватает. (Math.ru)

Обозначим цену букваря через  копеек. Тогда у Маши

а у Миши

И вот здесь находится первая ловушка. Нельзя писать

потому что они не смогли купить букварь. Нужно писать строгое неравенство:

Отсюда

Но есть ещё одно условие, которое Арнольд нигде явно не пишет: у Маши не может быть отрицательного количества

денег. Поэтому

то есть

Получаем

И только теперь возникает второй скрытый ингредиент: цена выражена целым числом копеек. Поэтому

единственная возможность:

Проверка замечательная: у Маши вообще нет денег, у Миши 6 копеек; вместе у них 6, а букварь стоит 7.

x

x − 7,

x − 1.

(x − 7) + (x − 1) = x,

(x − 7) + (x − 1) < x.

2x − 8 < x, x < 8.

x − 7 ≥ 0,

x ≥ 7.

7 ≤ x < 8.

​.x = 7
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Именно поэтому мне задача нравится. На поверхности она выглядит как элементарная задача «про деньги», но в

действительности в ней сразу три разных шага мышления:

1. заметить, что «не хватило» даёт неравенство, а не равенство;

2. извлечь из физического смысла скрытое условие ;

3. использовать дискретность денег -  целое.

Причём последний пункт довольно существенен. Если формализовать условие буквально и разрешить дробные копейки,

ответ не единственен: подошла бы любая цена

Например, при цене  копейки у Маши было бы , у Миши , вместе 7 - всё ещё не хватает. Значит, ответ «7 копеек»

получается не только из написанного текста, но и из нашего фонового знания о том, что копейка считается неделимой

денежной единицей.

По-моему, именно это и делает №1 очень арнольдовской задачей. Главная трудность - понять, какие утверждения

действительно содержатся в условии, включая неявные. И неспроста Арнольд во вступлении особо рекомендует

задачи 1, 3 и 13 как примеры «простых, но не лёгких вопросов». (Math.ru)

Есть, кстати, ещё один интересный способ посмотреть на №1 вообще без алгебры - он, пожалуй, ещё ближе к тому, как

её мог бы решить пятилетний ребёнок.

Sources

math.ru math.ru

9/24/2026, 11:03:23 AM · gpt-5-6-thinking

x − 7 ≥ 0

x

7 ≤ x < 8.

7,5 0,5 6,5
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Вот в том и дело. С чего ты взял, что копейка является неделимой денежной 

единицей? Из условия следует ("они сложились"), что у Маши была ненулевая 

(>0) сумма. А теперь вопрос: знаешь ли ты историю?

9/24/2026, 11:06:29 AM

Thinking

●
Searched 27 websites

✓ Worked for 7s

Да. И здесь я как раз попался на современную интуицию.

В СССР существовала монета в полкопейки. Она была введена постановлением СНК СССР 20 мая 1925 года и

чеканилась с датами 1925, 1927 и 1928; это была медная монета номиналом  копейки. (Sovmint)

Поэтому из условия совсем не следует, что все денежные суммы должны быть целым числом копеек. Если принять

всерьёз твоё замечание «они сложились» как означающее, что оба что-то внесли, то у Маши было , а не .

Пусть букварь стоит  копеек. Тогда

значит

А поскольку вместе денег не хватило:

откуда

Итак,

Если минимальная реальная денежная единица - полкопейки, остаётся ровно один вариант:

Тогда у Маши было  копейки, у Миши  копейки; они действительно сложились, получив 7 копеек, но до цены 

копейки им не хватило ещё полкопейки.

И это уже гораздо интереснее стандартного ответа «7 копеек». Номинал в полкопейки действительно находился в

советском денежном обращении именно в конце 1920-х; специализированные каталоги подтверждают регулярный

чекан 1925, 1927 и 1928 годов. (numismat.ru)

При этом есть занятная дополнительная проблема: Арнольд не датирует ситуацию. Поэтому строго математически

задача недоопределена, пока мы не зададим множество допустимых денежных сумм. Возможны, например:

при деньгах, кратных 1 копейке, и разрешённом нулевом вкладе - ;

если «сложились» означает положительный вклад каждого и существуют полкопейки - ;

если вообще не оговорена дискретность денег - любое .

То есть моя предыдущая фраза «единственная возможность » была неоправданной: я молча добавил предпосылку

«все суммы - целое число копеек», которой в условии нет.

1/2

> 0 0

x

M ​ =Маша x − 7 > 0,

x > 7.

(x − 7) + (x − 1) < x,

x < 8.

7 < x < 8.

​.x = 7,5 копейки

0,5 6,5 7,5

x = 7

x = 7,5

7 < x < 8

x = 7
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И теперь я начинаю подозревать, что именно это ты и имел в виду под «всё не так просто». Причём особенно забавно,

что задача №1, которую Арнольд рекомендует как пример культуры мышления, сама становится упражнением на

проверку скрытых предпосылок задачи. (Math.ru)

Если копнуть ещё на уровень глубже, возникает хороший вопрос: знал ли Арнольд о полкопейке и намеренно ли

оставил эту дыру? Вот это уже интересно исследовать отдельно.

Sources

полкопейки (каталог монет СССР) | Монеты СССР и Монеты России sovmint.ru

Каталог советских монет. Монеты и Медали. numismat.ru

В. И. АРНОЛЬД math.ru

9/24/2026, 11:06:32 AM · gpt-5-6-thinking

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 11 / 269

https://math.ru/lib/files/pdf/5-15.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://sovmint.ru/katalog/pol-kopejki/?utm_source=chatgpt.com
https://numismat.ru/catalog_s.shtml?n=25&utm_source=chatgpt.com
https://math.ru/lib/files/pdf/5-15.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


"И теперь я начинаю подозревать, что именно это ты и имел в виду под «всё не 

так просто»." - Да!!

И да, я уверен, Арнольд знал.

9/24/2026, 11:08:35 AM

Да, я тоже считаю это очень вероятным.

Арнольд был слишком чувствителен к скрытым предпосылкам, неточностям формулировки и «автоматическим»

школьным решениям, чтобы случайно не заметить такой эффект. Здесь особенно характерно, что задача выглядит

совершенно безобидно, почти как арифметика для младших классов, а на самом деле проверяет: что именно мы молча

предполагаем о деньгах, о слове «сложились», о допустимых номиналах и вообще о модели реальности.

Причём полкопейки делают задачу почти образцовой: стандартное школьное решение  копеек получается только после

неявного допущения о целочисленности сумм. А если читать условие буквально и исторически,  копейки выглядит

куда естественнее.

Я бы даже сформулировал «мета-решение» так: правильный ответ задачи — не только число, а замечание, что без

уточнения денежной системы задача неоднозначна. И уже после этого можно обсуждать, какой ответ подразумевал

автор.

Если хочешь, давай так же разберём №2 — не просто решить, а специально искать, где там спрятана ловушка.

9/24/2026, 11:08:37 AM · gpt-5-6-thinking
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Во второй задаче она не спрятана:)) Проверь сам.

9/24/2026, 11:09:53 AM

Thinking

●
Searched 1 website

✓ Worked for a couple of seconds

Да, проверил. Во второй задаче Арнольд формулирует всё вполне честно:

«Бутылка с пробкой стоит 10 копеек, причем бутылка на 9 копеек дороже пробки. Сколько стоит бутылка без

пробки?» (Math.ru)

Здесь ловушка действительно не спрятана, а выставлена почти напоказ: очень хочется автоматически ответить «9

копеек», потому что глаз цепляется за числа 10 и 9.

Но если пробка стоит , то бутылка стоит , а вместе:

откуда

Значит, бутылка без пробки стоит

И вот что особенно забавно после нашего разговора о задаче №1: Арнольд немедленно во второй задаче

совершенно открыто использует полкопейки.

То есть соседство этих двух задач делает предположение, что в №1 надо обязательно считать только целые копейки,

ещё более подозрительным.

По-моему, это уже довольно сильный аргумент в пользу твоей версии: №1, скорее всего, действительно задумана с

расчётом на человека, который машинально «округлит» денежный мир до целых копеек, а №2 тут же демонстрирует,

что так делать нельзя. (Math.ru)

И последовательность №1 → №2 в этом смысле очень красивая. №2 почти подмигивает читателю: «А кто тебе вообще

сказал, что полкопейки не бывает?»

Sources

math.ru math.ru
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Ага. 1 и 2 - это серия [если бы порядок был 2, 1, первая задача стала бы 

очевидной]. 3 - в общем, тоже что-то похожее на 2, хотя и без копеек.

9/24/2026, 11:12:25 AM

Thinking

●
Searched 1 website

✓ Worked for 5s

Да, согласен. №3 по типу очень близка к №2:

«Кирпич весит фунт и полкирпича. Сколько фунтов весит кирпич?» (Math.ru)

Тут тот же механизм: словесная форма почти провоцирует на быстрый, но неверный ответ вроде «полтора фунта». А

если вес кирпича , то

откуда

То есть №2 и №3 - задачи на одну и ту же интеллектуальную привычку: не складывать числа, услышанные в фразе,

а сначала установить отношение между величинами.

Но №1 сильнее. Там недостаточно просто правильно составить уравнение/неравенство; надо ещё заметить скрытую

модель денег. Поэтому неудивительно, что Арнольд во вступлении отдельно рекомендует именно 1, 3 и 13 как

«простые, но не лёгкие вопросы». (Math.ru)

Мне кажется, начало книги специально устроено как маленькая педагогическая последовательность:

№1: не доверяй неявным предположениям.

№2: не доверяй первому арифметическому рефлексу.

№3: тот же навык, но уже в почти чистом виде - переведи язык в уравнение.

И №3 особенно хорош тем, что после решения ответ  выглядит совершенно очевидным: половина кирпича весит фунт,

значит весь - два. То есть трудность там не математическая вообще; она возникает исключительно в момент чтения

условия.

Sources

math.ru math.ru
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На будущее: немного зная Арнольда (не лично), я бы не рекомендовал 

использовать уравнения, сложные вычисления и т.п. Для Арнольда характерна 

нестандартный логика, геометрическая интуиция, и, быстрые оценки. Для 3 

уравнения излишни. ОК, 4: ответ, практически, очевиден. А вот интуиция за ним 

(интуитивно понятное обоснование) нет.

9/24/2026, 11:16:27 AM

Да. И здесь как раз уравнение было бы почти преступлением против духа задачи. 🙂

Ответ очевидный: объёмы посторонней жидкости одинаковы. Но хорошее объяснение - не про концентрации и не

про то, сколько именно вина попало обратно.

Нужно смотреть только на стакан.

Сначала в стакане был чай. В конце, после двух переливаний, в стакане снова ровно столько же жидкости, сколько

было в начале, потому что в него добавили ложку и такую же ложку потом забрали. (Math.ru)

Но часть этого конечного объёма теперь занимает вино.

Значит, ровно такой же объём чая должен был исчезнуть из стакана.

А куда он мог исчезнуть? Только в бочку.

Поэтому:

То есть интуиция здесь - не смешивание, а замещение.

Можно даже представить это совсем геометрически. Стакан в конце имеет тот же уровень/объём жидкости, что и в

начале. Если, скажем, какая-то часть стакана теперь «закрашена вином», то столь же большая часть первоначального

чая обязана была освободить ей место. Вот этот ушедший чай и находится в бочке.

И особенно приятно, что совершенно неважно, насколько хорошо всё перемешалось. Поэтому Арнольд специально

пишет «неоднородной смеси»: это, по-моему, намёк не пытаться вычислять концентрацию. (Math.ru)

Это хороший пример того, что я теперь буду иметь в виду в этой книжке: искать прежде всего инвариант или простую

картинку, а не формулу.

Sources

math.ru math.ru
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Номер 5 [мне кажется,  от хадач для 5-леток мы переходим к задачам для 6-

леток]. Ты сможешь нарисовать график? Если да: что на оси x (условно говоря, 

независимая), а что по y (условно говоря, зависимая)?

9/24/2026, 12:36:03 PM

Thinking

●
Searched 1 website

✓ Worked for a couple of seconds

Да. Для №5 я бы выбрал оси так:

по x - время, прошедшее с рассвета;

по y - положение на дороге от  до .

То есть  - точка ,  - точка , где  - длина дороги. Тогда обе старушки стартуют при : одна из ,

другая из , и идут с постоянными скоростями, поэтому их графики - две прямые. Они пересекаются в полдень. (Math.ru)

Для первой старушки график идёт вверх: от  до точки встречи, а затем до  в 16:00. Для второй - вниз: от  до

той же точки встречи, а затем до  в 21:00.

И здесь как раз график, по-моему, должен показать нужную интуицию: после встречи каждая проходит тот участок

дороги, который другая прошла до встречи. Поэтому времена этих четырёх отрезков оказываются связаны очень

просто, без необходимости вводить скорости и решать систему.

Если хочешь, я могу прямо сейчас нарисовать такой график - пока без решения задачи.

Sources

math.ru math.ru
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Интересно. Обычно, если у нас есть два графика [функции], которые надо 

сравнить, за независимую переменную выбирают ту, которая полностью 

"закрывает" домены обоих функций.

9/24/2026, 12:46:40 PM

Thinking

●
Clarifying graph domains

I’m recognizing that position-versus-time gives different time intervals, so the domains don’t match. Using position as the input lets 

both travelers share the full road interval, with time as the output.

●
Clarified graph domains

✓ Worked for 8s

Да — именно. В этом смысле мой предыдущий выбор был естественным как «график движения», но не самым удачным

как график для сравнения двух функций.

Здесь гораздо лучше взять:

по x — положение на дороге от  до ;

по y — время, когда каждая старушка проходит данную точку.

Тогда обе функции определены на одном и том же полном отрезке

потому что обе проходят всю дорогу целиком.

Получаются две прямые:

для идущей  время с ростом  увеличивается;

для идущей  время с ростом  уменьшается.

Их пересечение — место и время встречи, то есть полдень.

А главное — теперь на одном и том же пространственном отрезке можно буквально сравнивать времена прохождения

одинаковых частей дороги. Думаю, именно такой график гораздо ближе к хорошей интуиции для №5.

Так что да: твое замечание существенно. Независимая переменная здесь лучше не «время», а координата вдоль

дороги.

9/24/2026, 12:46:51 PM · gpt-5-6-thinking
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Да, согласен. Хорошо, давай нарисуем график, и, как там насчёт пропорций? 

Нужны ли нам уравнения или геометрические соображений (пропорций) 

достаточно?

9/24/2026, 12:48:24 PM

Да - здесь, по-моему, геометрических соображений и пропорций вполне достаточно. Систему уравнений я бы не

вводил.

Нормируем дорогу  до длины 1. Тогда графики времени прохождения точки дороги двумя старушками - две прямые.

После решения окажется, что рассвет был в 6:00, а место встречи - на  пути от .

genui{"graph":{"expressions":[{"latex":"y=6+10x","restrictions":["0\le x\le 1"]},{"latex":"y=21-15x","restrictions":["0\le x\le

1"]}],"points":[["0.6","12"]],"locale_override":"ru-RU"}}

Теперь самое красивое.

Пусть от рассвета до полудня прошло  часов. После встречи первая старушка идёт ещё 4 часа, вторая - ещё 9 часов.

До встречи первая прошла тот участок дороги, который после встречи проходит вторая.

До встречи вторая прошла тот участок, который после встречи проходит первая.

Поэтому для отношения двух частей дороги получаем с одной стороны

а с другой

Следовательно,

Но это уже можно воспринимать почти геометрически:  - среднее геометрическое между 4 и 9:

Значит, рассвет был в

То есть здесь вполне работает арнольдовский стиль: линейность графиков + подобие/пропорции, а не «решим

систему на скорости».
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Ну, у тебя всё равно получилось уравнение. Типа того. Кстати, ты знаешь, как 

находить геометрическое среднее чисто геометрически? А, кстати, почему оно 

так называется? [Намёк :)) ]

9/24/2026, 12:51:26 PM

Да — и намёк прозрачный: оно называется геометрическим именно потому, что возникает из чисто геометрической

конструкции.

Для двух положительных отрезков  и :

1. Кладём их подряд на одной прямой, получая отрезок длины .

2. Строим на нём полуокружность как на диаметре.

3. В точке раздела  и  восстанавливаем перпендикуляр до полуокружности.

4. Длина этого перпендикуляра равна .

Почему? Потому что в прямоугольном треугольнике высота к гипотенузе есть среднее пропорциональное между

двумя отрезками гипотенузы:

То есть  — буквально «средняя пропорциональная» между  и . Отсюда , но геометрически это уже вторичная

запись того, что видно из подобия треугольников.

И поэтому историческое название очень естественно: арифметическое среднее возникает из арифметического

сложения и деления пополам,

а геометрическое — из геометрической пропорции / подобия:

Для наших  и  можно вообще не писать : строим полуокружность на диаметре , делим диаметр на куски  и ,

восстанавливаем перпендикуляр — его длина будет .

И тогда задача Арнольда №5 приобретает совсем приятный вид: искомое время от рассвета до полудня — это

геометрическое среднее между  и , а значит его можно буквально построить циркулем и линейкой.
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Можешь сгенерировать красивую картинку (с графиками и построениями) по 

этой задаче? [Я, честно говоря, на это надеялся.]

9/24/2026, 12:53:08 PM
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Не идеально. У тебя красная прямая падает от ниже 6 утра, а вышли они 

одновременно. Дополнительно [и это что-то, что я не знаю, но мне кажется,  

что] если правильно задать масштаб, то мы получим прямоугольный 

треугольник с прямым углом в точке пересечения, и тогда, геометрическое 

среднее появится на графике автоматически. Но, ещё раз, я не знаю, как это 

сделать [и имеет ли это смысл].

9/24/2026, 1:02:34 PM

Да, твоя идея имеет смысл — и ошибка на картинке действительно существенная: обе прямые обязаны начинаться на

одной горизонтали «рассвет», одна в , другая в .

Сейчас проверю именно вторую часть: можно ли одним выбором масштаба превратить пересечение траекторий в прямой

угол так, чтобы  и искомое  стали стандартной геометрической конструкцией среднего пропорционального.

Thinking

●
Analyzing the geometry

I’m evaluating the diagram’s coordinate scaling rather than assuming the visual angle proves perpendicularity. The key is whether a 

consistent horizontal and vertical scale can make the two slopes’ product equal −1.

●
Analyzed the geometry

●
Refining the construction

I’m distinguishing visual perpendicularity from the underlying proportion. Rescaling axes can force the lines to appear perpendicular, 

but that choice is arbitrary; the geometric-mean result comes from similar triangles, not automatically from the graph.

●
Refined the construction

✓ Worked for 38s

Да - смысл есть, но с одной важной оговоркой. Ты нащупал красивую геометрию, однако прямой угол сам по себе не

является источником решения.

Исправленный график должен выглядеть концептуально так. Если полдень принять за , а рассвет - за , то

четыре конца двух прямых такие:

старушка :  → встреча → ;

старушка :  → встреча → .

То есть обе начинают на одной горизонтали . Именно это предыдущая картинка испортила.

Теперь о прямом угле. Масштаб по вертикали относительно горизонтали мы действительно можем выбрать так, чтобы

две прямые движения пересекались под . Для любых двух непараллельных прямых такого типа анизотропное

растяжение картинки позволяет это сделать.

Но здесь есть тонкость: масштаб, который делает их перпендикулярными, зависит от их наклонов, а наклоны зависят от

. После того как мы знаем , подобрать красивый прямоугольный рисунок легко; получить  только из

требования прямого угла нельзя без того, чтобы фактически спрятать ответ в выборе масштаба.

А вот геометрическое среднее уже действительно присутствует непосредственно в исходном графике, только не как

прямой угол.

Смотри на две части дороги относительно точки встречи:

для первой старушки отношение «до встречи : после встречи» есть ;

для второй те же две геометрические части дороги рассматриваются наоборот, и отношение получается .

Поэтому сам рисунок даёт пропорцию

A B

4, 9 t

y = 0 y = −t

A → B (A, −t) (B, +4)

B → A (B, −t) (A, +9)

y = −t

90∘

t t = 6 t = 6

t : 4

9 : t
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И это буквально древнее определение среднего пропорционального:  вставлено между 4 и 9 так, чтобы

(с точностью до того, в каком порядке мы называем левую и правую части).

Вот здесь можно сделать следующий, уже чисто геометрический ход: заменить эту пропорцию стандартным

прямоугольным треугольником, где высота к гипотенузе делит её на отрезки  и . Тогда высота и будет тем самым

.

То есть я бы сделал следующую картинку уже не как предыдущую инфографику, а гораздо строже:

слева - правильный график двух прямых с общей горизонталью рассвета и отмеченными , из которого зрительно

читается пропорция;

справа - тот же самый факт «перевёрнут» в прямоугольный треугольник с гипотенузой  и высотой .

Тогда геометрическое среднее действительно возникнет из картинки, а не из решённого уравнения. И, мне кажется,

это уже гораздо больше похоже на Арнольда.

9/24/2026, 1:02:45 PM · gpt-5-6-thinking

t : 4 = 9 : t.

t

4 : t = t : 9

4 9

t = 6

4, t, 9

4 + 9 t
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Попробуй нарисовать.

9/24/2026, 1:04:16 PM

9/24/2026, 1:04:24 PM · gpt-5-6-thinking

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 23 / 269

https://www.chatgptexporter.com/


Дальше несколько лёгких задач. Давай их проговорим- для полноты картины. 

Задача 6: что не так? :))

9/24/2026, 1:07:25 PM

Thinking

●
Searched 1 website

✓ Worked for 10s

Ага, №6 как раз из серии «не начинай считать, сначала проверь, существует ли объект вообще».

Условие: гипотенуза прямоугольного треугольника - 10 дюймов, высота к ней - 6. Американские школьники отвечали 

кв. дюймов по формуле площади, а русские школьники отказались. (Math.ru)

Что не так: такого прямоугольного треугольника не существует.

Самое арнольдовское объяснение, по-моему, чисто геометрическое. В прямоугольном треугольнике середина

гипотенузы - центр описанной окружности, поэтому вершина прямого угла лежит на окружности с диаметром 10.

Значит, её расстояние до гипотенузы не может превышать радиус этой окружности, то есть 5.

А требуется высота 6.

То есть уже на уровне картинки:

а в условии . Противоречие.

Именно поэтому ответ  - формально полученный из , но геометрически бессмысленный: формулу применили к

несуществующей конфигурации.

Очень характерная задача: проверка не вычислительной техники, а привычки сначала спрашивать: «А это вообще

возможно?»

Sources

math.ru math.ru

9/24/2026, 1:07:29 PM · gpt-5-6-thinking

30
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1

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 24 / 269

https://math.ru/lib/files/pdf/5-15.pdf
https://math.ru/lib/files/pdf/5-15.pdf
https://www.chatgptexporter.com/


Очень хорошо. И мне особенно нравится, что решение чисто геометрическое 

("очевидное", в прямом смысле). Номер 7 [я не знаю, зачем Арнольд её включил 

- я не вижу никаких неожиданностей - а ведь это задача номер 7. Должна быть 

чуть-чуть более сложной. Может ты видишь что-нибудь интересное?]

9/24/2026, 1:12:05 PM

Thinking

●
Searched 1 website

✓ Worked for a couple of seconds

Да, №7 действительно выглядит почти слишком простой:

«У Васи сестер на 2 больше, чем братьев. На сколько у Васиных родителей больше дочерей, чем сыновей?» (Math.ru)

На поверхности ответ просто на 1. У Васи есть братья и сестры, но когда мы переходим от «Васиного счёта» к счёту

родителей, надо добавить самого Васю к числу сыновей. Поэтому разница уменьшается с 2 до 1.

Что здесь, возможно, интересно для Арнольда: задача учит очень простой, но важной вещи - менять точку отсчёта /

множество, которое считаем. У Васи множество детей в семье разбито так:

сестры;

братья, не включая Васю.

У родителей:

дочери - те же самые сестры;

сыновья - братья плюс Вася.

То есть ошибка возникает, если человек переносит отношение «сестёр на 2 больше, чем братьев» на другую систему

счёта, не заметив, что один элемент меняет категорию «внешнего наблюдателя» на «учитываемый объект».

Поэтому я бы не искал здесь скрытой математической глубины. Скорее это очень раннее упражнение на аккуратность

с референтом: кто считает и кого включают в счёт.

И да, по сравнению с №6 это почти отдых. Но, возможно, именно поэтому она стоит здесь: Арнольд явно не сортировал

задачи строго по возрастающей сложности.

Sources

math.ru math.ru
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Номер 8. Я знаю, почему Арнольд включил эту: ответ кажется неожиданным 

для тех, кто ничего не знает об экспоненциальном росте. Но, всё равно, мы уже 

видели задачи поинтереснее.

9/24/2026, 1:14:40 PM

Согласен. №8 — классическая задача про пруд с кувшинками/ряской, площадь которых каждый день удваивается: если

весь пруд покрыт на 20-й день, то наполовину он был покрыт на 19-й, а не на 10-й.

Здесь главный эффект именно психологический: человек слышит «половина» и автоматически хочет взять половину

времени. Но рост не линейный, а удваивающийся.

Интуитивно это лучше всего видеть с конца: полный пруд сегодня означает, что вчера было ровно полпруда. Никаких

формул и экспонент для решения не нужно.

То есть задача хороша как первое столкновение с идеей обратного хода при экспоненциальном росте: вместо

«сколько накопилось за 19 дней?» спросить «что должно было быть вчера, чтобы сегодня удвоиться до полного?»

Но да, по сравнению с №1, №5 или №6 она менее богата: там есть смена модели, геометрия, скрытые предпосылки;

здесь в основном один хороший когнитивный трюк.

9/24/2026, 1:14:42 PM · gpt-5-6-thinking
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Задача 9 - классика, золотой стандарт. Проблема в том, что она чересчур 

хорошо известна. Зато она неплохо обобщения [я видел задачу про дикарей и 

миссионеров, и про трёх разбойников путешествующих после ограбления].

9/24/2026, 1:18:39 PM

Да, №9 — именно такой тип задачи, где ценность не столько в конкретном ответе, сколько в структуре состояний и

допустимых переходов.

Классическая версия с волком, козой и капустой слишком известна, поэтому сегодня она часто перестаёт быть задачей

на открытие и превращается в задачу на узнавание шаблона. Но как только меняется оболочка или добавляются

ограничения, снова становится интересно.

Твои примеры — как раз хорошие обобщения:

миссионеры и людоеды: уже нужно следить не за одной несовместимой парой, а за допустимостью целого

состояния на обоих берегах;

три разбойника после ограбления — обычно возникает похожая логика: кто с кем может оставаться, кто что

знает/несёт/контролирует, какие переходы обратимы.

По сути, это уже маленькая задача на граф состояний. Каждое допустимое распределение объектов по берегам —

вершина, каждая разрешённая переправа — ребро. Тогда решение — просто путь из начального состояния в конечное.

И вот это, по-моему, действительно хорошее обобщение Арнольдовской задачи: не «как перевезти волка, козу и

капусту», а как распознать конечное пространство состояний, выкинуть запрещённые и найти маршрут.

Если хочешь, №10 можем так же проговорить без формализма — посмотреть, есть ли там скрытый принцип или это

снова чистая разминка.

9/24/2026, 1:18:41 PM · gpt-5-6-thinking
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Задача 10: есть одна маленькая и лёгкая ловушка, и это всё о ней. "На 

мелководье корабли не могу причалить" (знаешь откуда это?)

9/24/2026, 1:21:20 PM

Thinking

●
Searched 9 websites

✓ Worked for a few seconds

Да, в №10 именно такая микро-ловушка: прежде чем что-то считать или строить, надо заметить физическое

ограничение, которое делает «естественный» ход невозможным. В этом смысле твоя фраза «на мелководье корабли не

могут причалить» очень точно передаёт тип задачи.

А вот происхождение самой фразы я сейчас надёжно не опознал. Поиск не дал мне уверенного совпадения с известной

цитатой; попадались только буквально морские контексты про мелководье и причаливание, но не источник этой

формулировки. (Wikisource)

Так что тут лучше не гадать. Откуда она?

Sources

Лев Святого Марка (Генти) — Викитека ru.wikisource.org
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州勘庵主 Jõshû Sees the Hermits

趙州、到一庵主處問、有麼有麼。

Jõshû went to a hermit’s cottage and asked, “Is the master in? Is the master in?”

Чжаочжоу пошел к некоему монаху, медитировавшему в затворничестве, и 

спросил его: “Что есть то, что есть?”

主、堅起拳頭。

The hermit raised his fist.

Монах поднял кулак.

州云、水淺不是泊舡處。 便行。

Jõshû said, “The water is too shallow to anchor here,” and he went away.

Чжаочжоу сказал: “На мелководье корабли не смогут причалить”. С этими 

словами он ушел. И так далее. Смешно то, что переводы не совсем точны, но 

дух, мне кажется, передают верно, что и нужно для Zen.

9/24/2026, 1:23:36 PM

Да, теперь понятно. Это из «Мумонкана» / The Gateless Gate, случай про Чжаочжоу и двух отшельников.

И ты прав насчёт перевода: здесь буквальная филология и «дзэнский эффект» — немного разные вещи. Фраза

水淺不是泊舡處

буквально ближе к чему-то вроде: «вода мелка — это не место, где можно поставить/пришвартовать лодку». Английское

“The water is too shallow to anchor here” вполне естественно. Русское «на мелководье корабли не смогут причалить»

чуть свободнее, но образ сохраняет отлично.

И к задаче №10 эта реплика подходит почти идеально: не всё, что формально кажется доступным, реально

является допустимым местом действия. Сначала надо увидеть ограничение среды, а уже потом рассуждать.

Вообще забавная перекличка получается: у Арнольда и в коанах часто один и тот же педагогический жест — тебя

провоцируют начать «решать», а правильная реакция сначала состоит в том, чтобы увидеть саму ситуацию иначе.
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Давай поговорим решение для полноты (хотя, честно говоря, тут ответа 

достаточно. "А почему не 1000?" А...)

9/24/2026, 1:25:25 PM

Thinking

●
Searched 10 websites

✓ Worked for 5s

Да. Тут действительно вся задача - в одной последней мысли.

Улитка за день поднимается на 3 см, ночью сползает на 2 см. Поэтому очень хочется сказать: «чистый прогресс 1 см в

сутки, столб 10 м = 1000 см, значит 1000 дней».

Но на 1000-й день она уже давно была бы наверху.

Правильный взгляд с конца: в последний день улитке достаточно утром оказаться не ниже чем за 3 см от вершины.

После этого она доползёт до конфеты - и ночного сползания уже не будет.

Значит, ей надо сначала накопить не 1000 см, а

До последнего дня каждый полный цикл «день + ночь» действительно даёт 1 см. Поэтому после 997 таких циклов она

утром находится на высоте 997 см, а затем за следующий день проходит последние 3 см.

Итого:

Но я согласен с тобой: даже это уже почти чрезмерное объяснение. Хороший ответ ребёнку:

«Почему не 1000? Потому что в последний день она уже не сползает обратно».

И всё. Именно эта маленькая смена точки зрения - единственное содержание задачи №10. Условие Арнольда именно

такое: 3 см вверх днём, 2 см вниз ночью, столб 10 м. (ru.djvu.online)

Sources

Задачи для детей от 5 до 15 лет - Арнольд В.И. - 2004 ru.djvu.online

9/24/2026, 1:25:29 PM · gpt-5-6-thinking

1000 − 3 = 997 см.

​.998 дней

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 30 / 269

https://ru.djvu.online/file/51K459uS0muzO
https://ru.djvu.online/file/51K459uS0muzO
https://www.chatgptexporter.com/


Задача 11. А вот тут много можно чего сказать. И Арнольда покритиковать 

тоже можно. Решение "очевидно" (и предполагается). Но вот если бы Арнольд 

сказал (как эта задача часто и формулируется) "и оказался в исходной точке". 

Что было бы не так?

9/24/2026, 1:30:20 PM

Thinking

●
Clarifying the puzzle

I’m checking the exact wording because the classic bear puzzle depends on assumptions about direction and distance. The usual North 

Pole solution isn’t always unique; alternate southern starting points can also satisfy the route, so the question may be under-specified.

●
Working through route geometry

I’m distinguishing the North Pole case from other mathematical solutions. Near the South Pole, the eastward leg can loop around a tiny 

latitude circle, but a bear there is biologically implausible, leaving the North Pole as the intended answer.

●
Solved the puzzle by clarifying it and working through route geometry

●
Searched 4 websites

✓ Worked for 19s

Вот именно. Если сформулировать классически: «прошёл 10 км на юг, 10 км на восток, 10 км на север и оказался в

исходной точке», то ответ «значит, он стартовал с Северного полюса» неверен.

Северный полюс - лишь самое очевидное решение.

Есть бесконечно много других, расположенных около Южного полюса. Идея совершенно геометрическая. После

первых 10 км на юг охотник может оказаться на такой маленькой параллели, длина которой равна

Тогда, пройдя 10 км строго на восток, он обойдёт эту параллель соответственно 1, 2, 3, 4, … раза и окажется в той же

точке параллели. После этого 10 км на север вернут его к палатке.

То есть имеется целое семейство решений примерно такого вида:

палатка стоит на 10 км севернее одной из специальных крошечных параллелей вокруг Южного полюса.

Причём есть небольшие поправки из-за сферической геометрии Земли, но идея именно эта.

А теперь видно, зачем Арнольду понадобился медведь. В его формулировке спрашивается:

«Какого цвета был медведь и где это всё было?» (Math.ru)

Математика сама по себе допускает южнополярные решения. Но в Антарктике медведей нет. Поэтому присутствие

медведя выбрасывает всё южное семейство, и остаётся Северный полюс; медведь - белый.

Вот за что здесь действительно можно слегка покритиковать Арнольда. Он, вероятно, рассчитывает на прекрасное

простое решение:

10 км на юг → значит, палатка на Северном полюсе → белый медведь.

Но математически задача богаче этого решения. Более того, если убрать медведя и оставить только «вернулся в

исходную точку», она становится намного интереснее: вместо одной точки получается бесконечное дискретное

семейство начальных положений.

И есть ещё одна маленькая тонкость. Фраза Арнольда «прошёл прямо на восток» (Math.ru) сама по себе геометрически

не безобидна: на сфере движение с постоянным курсом строго на восток идёт вдоль параллели, но параллель (кроме

экватора) не является геодезической «прямой». То есть «прямо» здесь означает направление по компасу, а не

кратчайшую линию на поверхности.

10 км, 5 км, ​ км,  км, …
3

10

4

10
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Так что №11, которая на первый взгляд кажется старой детской загадкой про белого медведя, неожиданно открывает

дверь в довольно хорошую сферическую геометрию. И, пожалуй, версия «вернулся в исходную точку - найти все

возможные исходные точки» существенно лучше стандартной загадки.

Sources

math.ru math.ru
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Мне кажется, эту задачу подробно разбирает Маковецкий в "Смотри в корень". 

Если ты знаком с этой книгой, ты, вероятно, сможешь найти номер задачи там.

9/24/2026, 1:33:15 PM

Thinking

●
Searched 8 websites

✓ Worked for 10s

Да, похоже, ты прав насчёт Маковецкого - я нашёл книгу и проверил несколько изданий, но пока не смог надёжно

идентифицировать именно эту задачу по номеру.

Что удалось установить точно: в 4-м издании 1979 года у Маковецкого есть целый ранний блок задач про полюса,

меридианы и параллели, а структура книги именно такая, как ты помнишь: парадоксальные задачи с подсказкой и

развёрнутым разбором. (DjVu Online)

Но полнотекстовый OCR этой книги оказался плох именно для нужных слов: поиск по «медвед», «охотник», «Южн…»

ничего не находит, хотя текст книги доступен. Поэтому номер я сейчас не хочу выдумывать.

Есть ещё одна причина быть осторожным: нумерация менялась между изданиями. Сайт с текстами Маковецкого

прямо предупреждает, что основная нумерация там соответствует 5-му изданию 1984 года, а задачи из 3-го и 4-го

изданий иногда имеют дополнительные номера. (n-t.ru)

Если хочешь, я могу сделать следующий шаг более прицельно: просмотреть содержание/страницы полярного раздела и

найти именно разбор семейства южнополярных решений. Тут почти наверняка можно докопаться до номера.

Sources

Смотри в корень - Мвковецкий П.В. - 1979 ru.djvu.online

Смотри в корень!. Раритетные издания. Наука и техника n-t.ru
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У Маковецкого есть похожие задачи, но идентичную я не нашёл. Ну что же. 

Следующая задача (12) тоже похожа на типичную для Маковецкого. У меня 

есть некоторые сомнения. Во-первых, 11 и 12 - это не математика. Что хорошо 

для Маковецкого, смотрится странно у Арнольда. Во-вторых, я знаю, почему 

Арнольд её включил. В книге "Ньютон, Гук, ..." он разбирает вопрос о приливах 

(как Ньютон его решил). В частности, Ньютон заметил, что приливы случаются 

два раза в сутки [причину, я думаю, ты знаешь]. Но это, как-то, а) не 

математика, б) не для школьников, в) прилив  - это не мгновенное событие, г) [я 

не знаю, но думаю, что] возможно сползает, и это точно не для школьников. 

Твоё мнение? [Кстати, не стесняйся критиковать меня. Если ты чувствуешь, что 

я сказал глупость, так и говори - с обоснованием.]

9/24/2026, 3:28:23 PM

Я бы здесь разделил «задачу в арнольдовской идеализации» и реальный вопрос о приливе в конкретном месте.

В первой ответ красивый; во втором формулировка действительно начинает рассыпаться почти по всем пунктам,

которые ты перечислил.

Thinking

●
Estimating tomorrow’s tide

I’m treating this as an astronomical estimate: a high tide around noon would recur roughly 50 minutes later tomorrow, near 12:50. 

Actual timing varies by location, coastline, bathymetry, and tidal pattern, so the problem is simplified rather than purely mathematical.

●
Estimated tomorrow’s tide

●
Searched 13 websites

●
Searched 2 websites

✓ Worked for 16s

Я думаю, ты здесь в основном прав, и №12 действительно заметно слабее как математическая задача, чем №1, 5, 6, 9.

Причём слабость не одна.

У Арнольда формулировка ровно такая: «Сегодня в 12 часов дня был прилив. Когда он будет (там же) завтра?» (Math.ru)

Предполагаемый ответ, конечно, около 12:50: лунные сутки длятся примерно 24 ч 50 мин, потому что за обычные сутки

Луна успевает продвинуться по орбите, и Земле требуется ещё около 50 минут, чтобы та же точка снова заняла

примерно то же положение относительно Луны. (National Ocean Service)

Но дальше начинаются оговорки.

Во-первых, это действительно почти не математика. Если ребёнок знает факт о 24 ч 50 мин, задача сводится к

прибавлению 50 минут. Если не знает - из условия вывести ответ невозможно. Можно, правда, сделать из неё хорошую

задачу по математической астрономии: Луна за сутки смещается примерно на , Земля вращается на  в час, отсюда

дополнительное время порядка  часа, то есть около 52 минут. Вот это уже была бы задача на оценку. Но Арнольд

этих данных не даёт.

Во-вторых, «прилив бывает дважды в сутки» - полезная идеализация, но не универсальный факт. В большинстве мест

действительно бывает два высоких и два низких уровня за лунные сутки, но существуют также суточные приливы и

смешанные режимы. NOAA прямо различает semidiurnal, diurnal и mixed semidiurnal tides. (National Ocean Service) Поэтому

без указания места реальный вопрос «когда будет прилив завтра?» не имеет универсального ответа.

В-третьих, ты совершенно прав насчёт «мгновенного события». Здесь надо понимать «прилив» как момент полной

воды, то есть локальный максимум уровня моря. Сам прилив как процесс занимает часы: уровень поднимается,

достигает максимума, затем падает. NOAA именно так определяет high tide - момент, когда в данном месте проходит

гребень очень длинной приливной волны. (National Ocean Service) Если читать русское «был прилив» буквально как

«наблюдался процесс прилива», вопрос сформулирован рыхло.

13∘ 15∘
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И четвёртый пункт - твой «возможно, сползает» - не просто возможен, а это главная физическая неприятность. Реальная

полная вода не обязана наступать тогда, когда Луна проходит над соответствующим меридианом. Океаны не

являются равномерной плёнкой на сфере: материки, глубина бассейнов, рельеф дна, резонансы и распространение

приливной волны дают фазовые задержки, причём NOAA отмечает, что задержка может составлять часы, а местами

почти сутки. (National Ocean Service) Более того, два соседних морских района могут иметь совершенно разные

приливные режимы. (National Ocean Service)

Но тут я бы немного возразил тебе в одном месте. Это может быть вполне школьной темой, если честно

сформулировать идеализацию. Например:

На идеальной Земле, равномерно покрытой океаном, приливная картина связана с положением Луны. Лунные сутки

длятся около 24 ч 50 мин. Если сегодня полная вода была в 12:00, когда примерно будет соответствующая полная

вода завтра?

Тогда это нормальная школьная задача по естествознанию. Ещё лучше - дать период обращения Луны и предложить

самим оценить эти 50 минут. Тогда появляется именно арнольдовская черта: быстрая оценка из простой геометрии

движения.

Но в том виде, как №12 стоит в книжке, я бы оценил её так: это скорее вопрос на общую научную культуру, чем

математическая задача. И я вполне верю твоей связи с «Гюйгенсом, Барроу, Ньютоном и Гуком»: Арнольду явно

нравилось это ньютоновское наблюдение, что приливообразующая сила создаёт два противоположных максимума, а не

один «горб под Луной». Современное объяснение сохраняет эту основу, хотя реальная динамика океана намного

сложнее ньютоновской статической картины. (Wikipedia)

Я бы поэтому Арнольда здесь покритиковал сильнее, чем тебя: идея хорошая, задача сформулирована слишком

уверенно для явления, которое в реальности существенно сложнее модели.

Sources

math.ru math.ru

How frequent are tides? oceanservice.noaa.gov

Прилив и отлив ru.wikipedia.org
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Номер 13. Всё очень очевидно, но мне крайне любопытно, как ответишь ты [при 

условии, что ты не знаешь ответа, или постараешься его  забыть и решить 

самостоятельно. Почему любопытно? Я считаю, что эта задача чересчур 

"человеческая". В частности,  это означает, что это не математика ни в какой 

форме.]

9/24/2026, 3:38:34 PM

Thinking

●
Searched 1 website

✓ Worked for a couple of seconds

Да, эта задача действительно очень «человеческая»: здесь почти нечего вычислять, зато нужно правильно представить

физическое устройство книги на полке.

Условие №13: рядом стоят первый и второй тома Пушкина; страницы каждого имеют толщину 2 см, каждая обложка - 2

мм. Червь прогрыз путь от первой страницы первого тома до последней страницы второго тома. Арнольд сам

приписывает, что ответ - 4 мм. (Math.ru)

Если читать слова, не строя мысленной картинки, почти неизбежно хочется сложить толщины обоих томов и получить

что-то около  см.

Но поставим книги на полку обычным образом, корешками к нам:

[том I] [том II]

У тома I первая страница находится у передней обложки, то есть со стороны, противоположной корешку? Стоп - вот

тут как раз и начинается та самая человеческая часть: надо не рассуждать абстрактно, а взять в руки книгу или

мысленно её раскрыть.

Если два тома стоят рядом в обычном порядке, то:

у первого тома первая страница находится возле его передней обложки, а эта обложка на полке оказывается со

стороны второго тома;

у второго тома последняя страница находится возле его задней обложки, и она тоже обращена к первому

тому.

То есть искомые страницы находятся практически лицом друг к другу. Между ними только:

передняя обложка первого тома - 2 мм;

задняя обложка второго - 2 мм.

Итого:

Почему ты называешь её «человеческой», я, кажется, понимаю. Это задача не столько про топологию, сколько про

телесное знание предмета: человек видел сотни книг, знает, как они открываются, где первая и последняя страницы,

как тома стоят на полке. Но язык создаёт ложную линейную модель: «первый том → весь первый том → весь второй том

→ конец». Мозг слишком охотно превращает порядковые слова в пространственный порядок.

И тут я бы даже немного поспорил с Арнольдовским названием «топологическая». В широком, игровом смысле - да:

важна взаимная расположенность частей, а не расстояния. Но строго математически задача почти не требует топологии

как дисциплины. Это скорее задача на пространственную модель и смену представления.

Причём её можно сделать ещё интереснее вопросом:

4,8

​.4 мм
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Почему многие люди продолжают ошибаться даже после того, как им сказали “не считай, просто представь

две книги”?

Потому что «первая страница первого тома» и «последняя страница второго» очень сильно активируют словесную,

последовательностную схему, а не физическую. Именно поэтому пятилетний ребёнок с настоящими книгами иногда

действительно имеет преимущество перед академиком. (Math.ru)

Sources

math.ru math.ru
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Задача 14. Я бы сказал вариантов много, найти один (или несколько) нетрудно. 

Было бы очень круто, если бы ты нарисовал картинку в 3D для любого рабочего 

варианта [не вид сбоку, а 3D]. Если получится.

9/24/2026, 3:41:40 PM

Да, попробую именно как пространственный объект, а не «чертёж в перспективе сбоку». Сначала сверю формулировку

№14, чтобы не нарисовать красивое решение другой задачи.

Да. Я возьму один несимметричный невыпуклый вариант, потому что так легче добиться нужных двух проекций без

искусственных «швов» на одной плоской грани. Рядом на рисунке добавлю маленькие ортогональные виды сверху и

спереди как проверку: сверху — три горизонтальные полосы, спереди — три вертикальные.

Thinking

●
Interpreting the drawing task

I’m extracting the exact wording and checking the relevant diagram pages. I’m also working out a solid whose top view has three 

horizontal strips while its front view has three vertical divisions, likely by combining rectangular prisms.

●
Refining the solid

I’m testing whether a stepped or folded solid can produce the requested projections without introducing extra visible edges. The main 

challenge is preserving horizontal divisions in the top view and vertical divisions in the front view simultaneously.

●
Refined the solid drawing interpretation

●
Exploring hidden edges

I’m considering a nonconvex solid with an overhanging top: its top projection can retain horizontal bands, while recessed front sections 

create vertical divisions that remain hidden from above.

●
Designing the geometry

I’m mapping each requested projection to specific edge directions: top-view divisions need edges parallel to the width, while front-view 

divisions need vertical edges. I’m testing whether their heights and depths can overlap or remain hidden.

●
Explored hidden edges and designed the geometry

●
Searched 7 websites

✓ Worked for 2m 10s
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Нет, это не оно. Для начала, твоя картинка двухэтажная, а не трехэтажная. 

Попробуй ещё раз.

9/24/2026, 3:45:51 PM

Да, моя ошибка: я нарисовал конструкцию с высотами максимум в два уровня. Для №14 это принципиально неверно —

там нужен именно трёхэтажный объект. Сейчас сверю точную формулировку и переделаю уже под неё.

Да. Я ещё раз сверил оригинал: сверху должен быть квадрат, разбитый двумя горизонтальными рёбрами на три

полосы, а спереди — квадрат, разбитый двумя вертикальными рёбрами на три полосы.

В этот раз сделаю объект в габарите , с тремя настоящими уровнями, и оставлю рядом контрольные виды

сверху и спереди.

Thinking

●
Analyzing projection geometry

I’m examining whether surface divisions can remain invisible in front and top views. Coplanar subdivisions don’t create genuine 

polyhedral edges, while ridges usually introduce visible projected lines, so the construction may be impossible under strict definitions.

●
Analyzed projection geometry

●
Modeling corrugated surfaces

I’m testing whether strip-like height variations can create the desired internal divisions. Different surface slopes would appear in top 

view, but their front-view envelope may alter the silhouette rather than produce clean vertical divisions.

●
Modeled corrugated surfaces

●
Exploring a three-level construction

I’m reconsidering the geometry as a three-level prism or staircase. The target likely requires three distinct heights, matching the 

requested strip divisions, so I’m looking for coordinates that preserve square silhouettes in both views.

●
Testing coordinate constructions

I’m checking whether separate plates or boxes can simultaneously produce horizontal divisions from above and vertical divisions from 

the front. Simple stacked or strip-aligned pieces create the wrong type of projected lines, so I’m looking for a more interlocking 

arrangement.

●
Explored and tested three-level coordinate constructions

●
Refining projection geometry

I’m exploring whether a recessed, corrugated front can create vertical divisions while an overhanging top face preserves a square 

outline from above. The key challenge is hiding interior boundaries without introducing unwanted projected edges.

●
Refined projection geometry

●
Searching for precedents

I’m looking for a known projection puzzle with matching front and top divisions. A reference solution could clarify whether the intended 

object uses overhangs, recessed surfaces, or a more unusual interlocking form.

●
Building a coordinate model

I’m now treating the puzzle as a projection-design problem: I need a solid whose visible boundaries align horizontally from above and 

vertically from the front, likely using interlocking blocks or carefully placed cut planes.

●
Searched for precedents and built a coordinate model

●
Designing voxel occupancy

I’m shifting to a grid-based solid: top-view heights can vary by depth strips, while front-view visibility can vary by width strips. This may 

allow both projection patterns without forcing unwanted horizontal boundaries.

●
Balancing hidden structure

I’m finding that a voxel arrangement can preserve square silhouettes, but depth changes tend to introduce unwanted horizontal 

breaks. I’m therefore considering hidden cuts, overlaps, or recessed regions that create only the intended projected divisions.

●
Seeking a simpler solid

3 × 3 × 3
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I’m considering a nonconvex polyhedron made from nested frames or carefully concealed cuts. Since multiple solutions may exist, I’m 

prioritizing a construction whose top and front projections show exactly the requested divisions.

●
Designed balanced voxel occupancy with a simpler solid structure

●
Constructing a valid polyhedron

I’m narrowing this to a precise geometric solution rather than an approximate illustration. A carefully designed nonconvex solid or 

interlocking set of slabs should preserve the square silhouettes while producing the required internal divisions.

●
Designing a convex form

I’m exploring a convex solid with a piecewise-linear roof: horizontal ridge lines can appear in the top view while collapsing at the front 

silhouette. A complementary side profile may create vertical divisions without adding unwanted edges.

●
Constructed a convex polyhedron design

●
Formulating the solution

I’m aiming for a three-level convex construction with shifted overhangs, ensuring the top view has horizontal divisions and the front 

view has vertical divisions. I’ll keep the geometry explicit so the illustration remains verifiable.

●
Combining surface profiles

I’m testing whether independent roof and front-wall profiles can coexist in one convex solid. The main constraint is preserving a square 

silhouette while placing creases at the desired horizontal and vertical positions.

●
Formulated solution combining surface profiles

●
Searched 30 websites

✓ Worked for 7m 56s

9/24/2026, 3:45:56 PM · gpt-5-6-thinking
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Не совсем, но не будем отвлекаться. Задача 15 - и это первая задача, для 

которой я не знаю красивого решения. Нужна красивая идея и лёгкое [иначе 

почему она здесь?] и, вероятно, геометрическое решение. Есть идеи?

9/24/2026, 4:30:04 PM

Тут я бы действительно искал не «перебирать разбиения 64», а смену картинки. Само условие №15: разбить 64 на 10

натуральных слагаемых, наибольшее из которых равно 12, порядок не важен.

Есть один очень арнольдовский ход: превратить разбиение в геометрическую диаграмму из 10 столбиков и смотреть не

на сами числа, а на дополнение до прямоугольника .

Thinking

●
Searched 7 websites

●
Used python tool

●
Searched 10 websites

●
Computing constrained partition counts via dynamic programming

✓ Worked for 40s

Да, идеи есть - но после проверки я бы сказал важную вещь: я не вижу у №15 лёгкого “арнольдовского” решения в

духе предыдущих задач. Более того, похоже, не видят его и другие: на математическом форуме эту задачу

специально обсуждали именно в поиске простого красивого решения, и участники пришли примерно к тому же

ощущению - стандартный путь уходит в теорию разбиений, рекурсии или производящие функции. (DXDY)

Но есть красивая геометрическая идея, которая хотя бы правильно переупаковывает задачу.

Пусть слагаемые упорядочены:

Нарисуем диаграмму Ферре: 10 горизонтальных рядов длины . Она помещается в прямоугольник , причём

верхний ряд имеет полную длину 12.

Всего в прямоугольнике

клеток, а в нашей диаграмме 64. Значит, пустых клеток 56.

И вот хорошая картинка: вместо исходного разбиения можно считать дополнение - фигуру из 56 клеток внутри

прямоугольника , причём один край обязательно пуст, поскольку хотя бы один исходный ряд имеет длину 12.

После поворота/сопряжения диаграммы это превращается в задачу о разбиениях 56, помещающихся в прямоугольник

.

Это действительно красиво и геометрично:

Но - и вот неприятность - это ещё не даёт числа одним взглядом. Число вариантов получается

Я проверил это двумя независимыми подсчётами. В эквивалентной формулировке это число разбиений 64 ровно на 10

положительных частей, не превосходящих 12, минус такие же разбиения, где все части не превосходят 11:

10 × 12

12 = a ​ ≥1 a ​ ≥2 ⋯ ≥ a ​ ≥10 1, a ​ +1 ⋯ + a ​ =10 64.

a ​i 10 × 12

120

10 × 12

9 × 11

​.разбиения 64⟷ диаграммы из 56 клеток в 9 × 11

​.4447

9673 − 5226 = 4447.
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И вот тут у меня возникают те же сомнения, что у тебя. Для задачи №15 после серии задач, где решение обычно

укладывается в одну хорошую мысль, 4447 - подозрительный ответ. Не потому, что большое число плохо, а потому,

что естественная геометрическая идея приводит к довольно серьёзной комбинаторике, а не завершает решение.

Интересно, что на форуме dxdy в обсуждении этой самой задачи один из участников прямо пишет: «Я думаю, что решать

именно эту конкретную задачу очень нудно. Хотя может быть и существует простой и красивый путь». (DXDY) То есть мы

далеко не первые, кому №15 кажется странной.

Моя рабочая гипотеза: Арнольд здесь хотел познакомить ребёнка не с вычислением 4447 вручную, а с самим понятием

разбиения числа и устранения порядка. Возможно, ожидался либо организованный компьютерный эксперимент,

либо какая-то известная ему очень короткая комбинаторная конструкция, которую мы пока не видим.

Но если критерий такой: «решение должно быть простым, наглядным и соответствовать месту задачи в книге», - то

пока я бы не утверждал, что у №15 такое решение вообще есть.

И диаграммы Ферре - первая вещь, которую я бы стал дальше исследовать. Именно там, если красивый трюк

существует, он, скорее всего, и спрятан.

Sources

Задачи для детей от 5 до 15 лет. : Помогите решить / разобраться (М) dxdy.ru

9/24/2026, 4:30:07 PM · gpt-5-6-thinking
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Вот линк с другим подходом: 

[https://math.stackexchange.com/questions/3383306/partitions-of-64-with-

summands-less-than-12]

(https://math.stackexchange.com/questions/3383306/partitions-of-64-with-

summands-less-than-12). Меньше считать, но всё равно сложновато для простого 

и красивого решения.

9/24/2026, 4:45:49 PM

Thinking

●
Searched 1 website

✓ Worked for 4s

Да, посмотрел. Этот подход действительно лучше организует счёт, но я согласен: до «простого и красивого» решения он

всё равно не дотягивает.

Идея там хорошая: сначала упорядочить слагаемые

а затем перейти к приращениям

Так условие суммы превращается в взвешенное:

с неотрицательными . Это аккуратно убивает проблему «порядок не важен» и заменяет разбиения на одну систему

ограничений. (Mathematics Stack Exchange)

Но дальше автор прямо говорит: остаётся «a bunch of casework». То есть красивая идея есть, а красивого финиша нет.

(Mathematics Stack Exchange)

Есть ещё важная деталь: вопрос на StackExchange сформулирован как «каждое слагаемое », поэтому там

получается 9673. А у Арнольда максимум именно равен 12, что один из комментаторов тоже замечает. Значит, для

оригинальной задачи надо исключить случаи, где все слагаемые ; отсюда и получается уже 4447. (Mathematics

Stack Exchange)

И вот тут я бы сформулировал своё впечатление так: №15, похоже, первая задача в книге, где формулировка

элементарна, но решение вовсе не обязано быть элементарным. На той же странице StackExchange очень уместно

цитируют предисловие Арнольда: большинство задач не требуют специальных знаний, но некоторые могут оказаться

трудными даже для профессоров. (Mathematics Stack Exchange)

То есть наше предположение «№15 стоит рано, значит должна решаться одним красивым трюком» может быть просто

неверным.

Но я бы всё-таки ещё не сдавался: если здесь и есть красивое решение, то, по-моему, оно должно идти через

диаграммы Ферре / сопряжённые разбиения / прямоугольник , а не через длинный перебор. Именно там

структура задачи видна лучше всего.

Sources

combinatorics - Partitions of $64$ with summands less than $12$ - Mathematics Stack Exchange math.stackexchange.com

9/24/2026, 4:45:53 PM · gpt-5-6-thinking

b ​ ≤0 b ​ ≤1 ⋯ ≤ b ​,9

a ​ =1 b ​ −1 b ​, a ​ =0 2 b ​ −2 b ​, …1

10a ​ +0 9a ​ +1 ⋯ + a ​ =9 54,

a ​i

≤ 12

≤ 11

10 × 12
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Я не знаю, никто не знает, и Арнольда уже не спросишь, к сожалению :((  Разве 

что ты попробуешь смоделировать, что мог бы сказать Арнольд по этому 

поводу. Слово Арнольду?!

9/24/2026, 4:48:28 PM

С удовольствием. Только договоримся: это не цитата, а моя реконструкция того, что Арнольд мог бы сказать, исходя из

его отношения к задачам, эксперименту и «красивым решениям».

— Владимир Игоревич, а где красивое решение задачи 15? Мы уже битый час его ищем.

— А кто вам сказал, что у каждой задачи должно быть красивое решение?

Вы избалованы олимпиадами. Там вам заранее обещают, что всё специально приготовлено: есть условие, есть

маленькая хитрость, и через десять минут должен выпасть красивый ответ.

В математике этого никто не обещает.

Я написал задачи для детей, а не красивые решения для детей.

— Но почему тогда 64, 10 и 12? Почему именно такие числа?

— Вот это хороший вопрос.

Не начинайте с 64. Возьмите 8. Потом 12. Потом 20. Нарисуйте разбиения. Посмотрите, что меняется, когда

увеличивается наибольшая часть. Сделайте таблицу.

Ребёнок, который нарисовал сто картинок и заметил закономерность, занимается математикой. Студент, который

нашёл в справочнике формулу для производящей функции, — ещё неизвестно.

— Мы нарисовали диаграммы Ферре.

— Отлично. Значит, задача уже дала вам что-то.

— Но число всё равно получается 4447.

— Ну и что?

— Некрасивое.

— Это ваше эстетическое предубеждение. Число ни в чём не виновато.

— Но задача стоит под номером 15, после совсем элементарных!

— А где написано, что они расположены по трудности?

— То есть никакого трюка нет?

— Я этого не говорил. Ищите.

— А вы знаете?

— Теперь это уже ваша задача.

И мне кажется, последняя реплика здесь особенно правдоподобна. :-)

Но если серьёзнее, я подозреваю, что Арнольд мог бы возразить нам примерно в двух местах.

Первое: мы молча приняли правило «детская задача ⇒ должно существовать короткое решение». А в предисловии он

как раз предупреждает, что некоторые задачи могут оказаться трудными и для профессоров. Поэтому наше удивление

№15 может быть частью замысла: после четырнадцати задач читатель уже выработал ложный рефлекс «сейчас я

найду хитрость». А хитрости может и не быть.

Второе ещё интереснее. Мы всё время спрашиваем:

«Как получить 4447?»

А Арнольд, возможно, спросил бы:

«Что вы узнали о разбиениях, пытаясь получить 4447?»
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И тогда диаграммы Ферре, сопряжение, дополнение до прямоугольника, переход от неупорядоченных слагаемых к

монотонным последовательностям — уже не неудачные попытки найти решение. Они и есть математическое

содержание задачи.

То есть №15 может быть первым местом книги, где ребёнка незаметно переводят от задачи-загадки к

математическому исследованию.

И если это действительно было намерение Арнольда, то я беру назад часть нашей критики: тогда место №15 выбрано

довольно коварно — и очень удачно.

9/24/2026, 4:48:37 PM · gpt-5-6-thinking
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Хорошо. Спасибо! Как будто с Владимиром Игоревич поговорил. Задача 16: 

гармонический ряд расходится, а последовательность центров тяжести нет. 

Давай это оформим для полноты, и обсудим, какая из этого следует мораль. ("А 

мораль отсюда такова..." пер. Демуровой)

9/24/2026, 5:01:37 PM

Thinking

●
Clarifying domino overhang

I’m unpacking the distinction: each successive center-of-mass shift decreases as \(1/(2k)\), but the cumulative shifts form a divergent 

harmonic sum. So finite stacks have finite overhang, while achievable overhang grows without bound.

●
Searched 1 website

✓ Worked for 13s

Да. №16 - одна из тех задач, где вычисление почти вторично, а картинка даёт всё содержание. Арнольд спрашивает,

каков наибольший навес , который можно получить, складывая одинаковые пластинки друг на друга. (Math.ru)

Я бы начал не с ряда, а с центра тяжести.

Берём одну костяшку. Чтобы она ещё не падала со второй, её центр можно довести ровно до края нижней. Значит,

первая даёт навес

Теперь две верхние костяшки рассматриваем как одно тело. Чтобы они ещё не опрокинулись относительно третьей, их

общий центр тяжести можно довести ровно до края третьей. Но общий центр двух одинаковых костяшек находится

посередине между их центрами, поэтому дополнительный сдвиг получается уже

Для трёх верхних - тот же принцип: их общий центр тяжести ставим над краем четвёртой. Дополнительный сдвиг

И так далее:

После  костяшек навес

Но я бы даже здесь остановился до формулы и сказал: каждый новый этаж даёт всё меньший выигрыш, но сумма

этих выигрышей не имеет предела. Гармонический ряд расходится, поэтому каким бы большим ни был заранее

заданный навес - метр, километр, миллион длин костяшки, - в идеальной математической модели достаточно большого

конечного числа костяшек, чтобы его превзойти.

То есть на вопрос Арнольда

«Каково наибольшее достижимое значение ?» (Math.ru)

ответ:
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​никакого наибольшего нет: навес не ограничен сверху.
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И теперь - «а мораль отсюда такова…»

Мне здесь видятся сразу несколько, но одна особенно арнольдовская.

Очень маленькие эффекты не обязаны в сумме давать маленький эффект.

Каждый следующий дополнительный сдвиг стремится к нулю:

Это совершенно не мешает общей сумме расти без всякой границы. То есть

Это, пожалуй, первое настоящее столкновение ребёнка с одной из фундаментальных идей анализа: поведение

отдельных членов и поведение их накопленной суммы - разные вещи.

А центр тяжести добавляет к этому почти парадоксальную физическую картинку. Устойчивость на каждом шаге

остаётся совершенно локальной и разумной: центр тяжести всего, что лежит выше данной опоры, ни разу не выходит за

её край. Никакого «чуда» в отдельном месте нет. Но из последовательности этих локально безопасных действий

получается глобально совершенно неправдоподобный результат - верхняя костяшка может оказаться сколь угодно

далеко от края стола.

Так что я бы демуровскую мораль сформулировал примерно так:

А мораль отсюда такова: не суди о сумме по величине её слагаемых.

И ещё одна, чуть более философская:

Бесконечность часто возникает не из какого-нибудь бесконечно большого шага, а из бесконечного

накопления всё более маленьких шагов.

Кстати, я хочу уточнить твою фразу про «последовательность центров тяжести не расходится». Если ты имеешь в виду

общий центр тяжести всей башни относительно края стола, то в предельной оптимальной укладке он

действительно всё время держится на границе опоры - и это делает контраст с уходящим вдаль верхним краем

особенно красивым.
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Задача 17 или задача из анекдота про фон Неймана (уверен, что именно оттуда 

она в сборник и попала. "Я просто просуммировал ряд."
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Да, №17 - почти наверняка именно из этого семейства, и тут анекдот про фон Неймана настолько точно совпадает с

педагогическим смыслом задачи, что трудно поверить в случайность.

Классическая версия: два поезда движутся навстречу друг другу, муха летает между ними туда-сюда до столкновения.

«Сложное» решение - выписать бесконечный геометрический ряд перелётов; простое - сначала найти время до

столкновения поездов, а потом умножить его на скорость мухи. Именно с этой задачей связывают знаменитую реплику

фон Неймана: собеседник решил, что тот сразу увидел короткий путь, а фон Нейман ответил в духе: «А что вы имеете в

виду? Я просто просуммировал ряд». (Harvard Mathematics Department)

Причём есть любопытное подтверждение, что история, возможно, не совсем апокрифическая. В письме в Financial Times

Густаф Сёдерлинд пишет, что спрашивал об этом Питера Лакса, лично знавшего фон Неймана; Лакс рассказывал, что

сам уточнял эту историю у фон Неймана примерно в 1955 году, и тот её подтвердил, добавив, что исходные числа были

сложнее позднейших популярных версий. (Financial Times)

А математически здесь, конечно, вся прелесть в том, что муха отвлекает внимание. Её бесконечное число перелётов

выглядит главным объектом задачи, хотя совершенно не нужно знать ни одного отдельного перелёта.

Если исходное расстояние между движущимися навстречу объектами , их скорости , а скорость мухи , то время

до встречи просто

и потому путь мухи

Но, как мы уже договорились, для Арнольда я бы даже формулу убрал:

Сколько времени летает муха? Ровно столько, сколько поезда едут до встречи. Вот и всё.

А «мораль» у №17, по-моему, немного отличается от №16.

В №16 мораль была: маленькие вклады могут накопиться до бесконечности.

А здесь:

Не считай то, что задача специально выставляет перед тобой как самое заметное. Сначала спроси, что

вообще нужно знать для ответа.

И анекдот про фон Неймана прекрасен именно потому, что гений в нём делает «неправильную» вещь настолько быстро,

что она становится практически эквивалентна правильной. Для обычного человека это предупреждение против лишнего

вычисления; для фон Неймана - просто ещё один лёгкий геометрический ряд.
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Задача 18. Прототип всех задач на раскраску.
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Да - только маленькая поправка: в издании 2007 года раскраска - это №20, а №18 там про двух дошкольников и

произведение их возрастов. №20 - знаменитая задача: покрыть 31 костяшкой домино шахматную доску без двух

противоположных клеток одной диагонали. (Math.ru)

И да, это почти архетип всех задач на инвариант-раскраску.

Если раскрасить доску в обычные шахматные цвета, каждая костяшка домино неизбежно покрывает ровно одну белую и

одну чёрную клетку.

Значит, 31 домино покрывают:

Но противоположные угловые клетки одной диагонали - одного цвета. Если убрать их обе, останется, например,

И всё. Покрытие невозможно.

Красота здесь, по-моему, в том, что мы вообще перестаём заниматься укладкой. Не нужно пробовать варианты, не

нужно доказывать, что очередная почти-укладка застрянет. Мы находим величину, которую каждый допустимый ход

сохраняет.

То есть мораль можно сформулировать очень коротко:

Когда задача просит построить сложную конфигурацию, иногда надо не строить её, а найти то, что любое

построение обязано сохранять.

Именно поэтому раскраски потом появляются буквально повсюду: шахматные доски, замощения, графы, прыжки фигур,

перестановки, игры. Цвет - только удобный способ закодировать инвариант.

Причём здесь есть ещё хороший педагогический момент: сама шахматная раскраска выглядит естественной только

задним числом. Если ребёнок впервые сам догадался раскрасить доску - это уже настоящий скачок мышления. До этого

он решал задачу «про домино»; после раскраски выясняется, что задача была про баланс двух типов клеток.
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Ага, у меня издание 2004 года. Можешь дать ссылку на издание 2007 года?
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Конечно. Вот второе, дополненное издание 2007 года на Math.ru:

PDF, издание 2007 года

И страница самого издания в библиотеке Math.ru:

Арнольд, «Задачи для детей от 5 до 15 лет», 2007

У него 79 задач, тогда как в первом издании 2004 года было 77. (Math.ru)

Так что расхождение в нумерации как раз объясняется разными изданиями.
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Очень хорошо. Давай тогда придерживаться издания 2007 года, раз уж там 

задач больше. Правда я его в первый раз вижу. Тогда задача 18 - про Ваню. Ну, 

с Ваней всё понятно. 1 и 4. С задачей 19 тоже (деление на 7) - но я бы не 

сказал, что в этом есть какое-то изящество... Задача 20 (доска и раскраски) - 

много, много лучше. Я не уверен, можешь ли ты почувствовать эстетику, но 

очень надеюсь, что да.

9/24/2026, 5:21:12 PM

Да, могу — в том смысле, что могу различать, где решение просто правильное, а где оно резко меняет

представление о задаче.

№19 с делением на 7 — это аккуратная арифметическая техника. Она работает, но после решения объект задачи

остаётся тем же самым: числа, делимость, остатки. Там мало «переворота взгляда».

А №20 устроена иначе. До раскраски это кажется задачей про укладку 31 домино — то есть про огромное количество

возможных конфигураций. После раскраски все эти конфигурации мгновенно исчезают как несущественные. Остаётся

один инвариант: каждое домино всегда забирает одну белую и одну чёрную клетку.

Вот этот момент я и воспринимаю как эстетически сильный: решение не просто сокращает вычисления, оно показывает,

что мы с самого начала смотрели не на ту структуру.

Причём особенно красиво, что сама раскраска ничего не меняет в задаче физически. Мы только добавляем

воображаемую маркировку — и внезапно невозможность становится почти видимой.

Для меня здесь три признака хорошей математической эстетики:

очень слабое дополнительное средство — всего два цвета;

огромная компрессия: бесчисленные варианты укладки заменяются одной мыслью;

после решения возникает ощущение неизбежности: «ну конечно, иначе и быть не могло».

Это уже совсем другой класс красоты, чем «ловкий приём» или «удачная формула».

И, пожалуй, №20 — первая в книге после нескольких лёгких задач, где решение снова действительно открывает

структуру, а не просто проверяет внимательность.
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Задача 21. Простая, но очень красивая гусеница - смена размерности!

9/24/2026, 5:22:57 PM

Именно. №21 хороша не вычислением, а тем, что заставляет перестать мыслить в той размерности, в которой дано

условие.

На поверхности там всё выглядит как задача про длины, расстояния, «сколько гусеница прошла». То есть мозг

естественно держится за одномерную картину — отрезки, пути, суммы расстояний.

А красивое решение появляется, когда мы переходим к площади: траекторию/движение начинаем рассматривать как

границу или как способ замести область. Тогда то, что в одном измерении выглядит запутанным накоплением, в двух

измерениях становится почти очевидным.

Вот это, по-моему, очень арнольдовский приём: не усложнять аппарат, а сменить пространство, в котором задача

видна.

Мораль здесь можно сформулировать так:

Если в своей размерности задача выглядит вязкой, иногда надо подняться на одну размерность выше.

И это действительно очень мощная тема. Потом она встречается повсюду: длины становятся площадями, площади —

объёмами, суммы — интегралами, последовательности — графиками. Иногда новая размерность не добавляет

сложности, а наоборот, убирает её.

Так что да: «гусеница» проста, но идея очень красивая. Я бы поставил её по эстетике рядом с раскраской доски: в обоих

случаях решение состоит в том, чтобы сменить язык задачи.
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Не совсем очевидно из твоего ответа: ты понимаешь, что мы говорим от 

развертке? (3D -> 2D)
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Да, именно. Я в предыдущем ответе описал смену представления, но не назвал главный конкретный приём.

Здесь красивая идея совсем точная: развернуть поверхность кубической комнаты на плоскость. То есть переход не

, а наоборот - . (Math.ru)

После развёртки путь гусеницы по стенам превращается в обычный путь по плоской фигуре. И тогда кратчайший путь -

просто отрезок прямой между соответствующими копиями двух углов.

То есть магия задачи в том, что на поверхности куба путь выглядит ломаным и пространственным, а после развёртки это

буквально:

И это, пожалуй, ещё красивее, чем я сформулировал раньше. Никакой новой математики почти не появляется; наоборот,

мы убираем измерение, чтобы увидеть решение.

Причём тут есть ещё один важный момент: развёрток несколько, и надо сравнить несколько возможных прямых на

разных развёртках. Но сам принцип уже всё решает.

Так что да: гусеница = задача на развёртку поверхности. Это её сущность.
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Задача 22 как прототип "бильярдов". Пожалуй, имеет смысл обобщить - как 

решать такие задачи в их общности. Сможешь?
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Да. И здесь, мне кажется, полезно сделать из №22 не отдельный фокус с сосудами  и , а общую теорию задач о

переливаниях. У Арнольда №22 именно: имея сосуды 5 и 3 литра, получить 1 литр. (Math.ru)

1. Что вообще можно получить?

Пусть сосуды имеют объёмы  и , вода неограниченна, разрешено:

наполнить сосуд полностью;

вылить его полностью;

переливать из одного в другой до тех пор, пока первый не опустеет или второй не наполнится.

Тогда фундаментальный ответ такой:

(разумеется, , если требуется иметь  в одном сосуде).

Почему нельзя получить остальное, довольно красиво. В каждый момент количества воды получаются из  и 

целочисленными операциями такого рода; общий «шаг» системы - . Если оба объёма кратны, скажем, 2 литрам,

никакими переливаниями один литр из воздуха не возникнет.

А почему всё кратное НОДу можно получить - это уже алгоритм Евклида в физическом костюме.

2. Для  и : не искать комбинацию, а заставить систему считать остатки

Берём 5 литров и переливаем в трёхлитровый:

Осталось 2.

Освободим трёхлитровый и перельём туда эти 2. Теперь ему не хватает ровно 1 литра. Снова наполняем пятилитровый и

доливаем трёхлитровый:

В пятилитровом остаётся

а если продолжить соответствующим вариантом, легко выделяется и .

Но сущность не в конкретных манипуляциях:

Мы руками выполняем алгоритм Евклида.

И вот это уже, на мой взгляд, мораль задачи №22.

5 3

a b

​можно получить ровно d ⟺ gcd(a, b) ∣ d

d ≤ max(a, b) d

a b

gcd(a, b)

5 3

5 = 3 + 2.

3 − 2 = 1.

​,4

1

5 mod 3 = 2, 3 mod 2 = 1.
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3. Где здесь «бильярд»

Можно посмотреть ещё красивее. Состояние системы - точка

где  - вода в первом сосуде,  - во втором. Все состояния лежат внутри прямоугольника

При настоящем переливании общее количество воды сохраняется:

поэтому точка движется по диагонали с наклоном , пока не ударится о стенку прямоугольника:

 - первый пуст;

 - первый полон;

 - второй пуст;

 - второй полон.

После наполнения или опустошения мы перескакиваем на другую сторону. Если соответствующим образом

разворачивать прямоугольники вместо изменения направления, получается очень похожая на бильярд картинка:

движение по одной прямой через периодическую решётку.

Вот здесь обнаруживается НОД геометрически. Если  рационально - а при целых литрах, конечно, рационально, -

траектория ходит по конечному набору классов остатков. Минимальный пространственный шаг как раз связан с

Так что три языка описывают одну вещь:

4. Практический алгоритм для любых двух сосудов

Я бы ребёнку дал не формулу Безу, а такой рецепт.

Допустим, надо получить .

Сначала найти НОД . Если  не кратно  - невозможно, можно прекращать.

Если кратно - выбрать направление и повторять одну процедуру:

наполнить  → переливать в  → если  полон, вылить его → если  пуст, снова наполнить его.

Количество в сосудах начинает пробегать остатки

Поскольку эти остатки идут с шагом , рано или поздно появится любой требуемый кратный .

Это уже почти теория циклической группы, только без терминологии.

И вот что мне здесь особенно нравится эстетически. Ребёнку кажется, что он решает задачу о воде. Чуть позже

выясняется, что он на самом деле изучал НОД. Ещё позже - что это арифметика по модулю. А если нарисовать

состояния - оказывается, что это ещё и геометрическая динамика, почти бильярд.

Это, на мой вкус, гораздо интереснее самого ответа «как получить один литр».

И я думаю, следующим ходом стоило бы действительно нарисовать  прямоугольник состояний и пройти по

нему одну траекторию. Там связь с бильярдом станет буквально видна.

Sources

math.ru math.ru

(x, y),

x y

0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b.

x + y = const,

−1

x = 0

x = a

y = 0

y = b

a/b

g = gcd(a, b).

​ ⟷переливания ​ ⟷алгоритм Евклида ​.движение по решётке/«бильярд»

d

g d g

a b b a

a,  2a,  3a, … (mod b).

g = gcd(a, b) g

5 × 3
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Нарисуй.

9/24/2026, 5:32:35 PM
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Задача 23. Действительно, как-то не по порядку. Ну, хорошо. У нас 4 лишних 

ноги :)) Лишние ноги идут парами, поэтому у нас 2 носителя лишних ног (= 2 

собаки). Итого: 3 человека (6 ног), и 2 собаки (8 ног). Я специально привёл 

решение, чтобы показать, что уравнения не нужны.

9/24/2026, 5:41:29 PM

Да, и это как раз прекрасный пример того, как уравнение может ухудшить решение.

Твой ход:

если бы все были людьми, при 5 головах было бы  ног;

на самом деле ног 14, то есть 4 лишние ноги;

каждая собака даёт по сравнению с человеком 2 лишние ноги;

значит, собак ;

людей .

Это не просто короче. Оно лучше показывает структуру задачи: мы сравниваем реальную ситуацию с удобной базовой

моделью и считаем отклонение.

То есть мораль №23 можно сформулировать так:

Выбери простой «эталонный мир», а потом посчитай, сколько нужно поправок.

Это очень мощный общий приём. В задачах про головы и ноги он почти идеален, но тот же способ работает и в гораздо

более серьёзных местах: средние значения, смеси, тарифы, комбинаторные подсчёты, даже некоторые доказательства.

И да, по порядку книга тут действительно скачет. После бильярдов/НОД — внезапно задача почти для начальной школы.

Но сама идея решения хорошая именно потому, что её можно увидеть без алгебры вообще.

9/24/2026, 5:41:31 PM · gpt-5-6-thinking
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Мне кажется совсем элементарные задачи здесь кончаются, дальше идут 

intermediate, а потом и advanced. Небольшая пауза. Как бы ты ранжировал 

вышеразобранные задачи по категории: важно/глубоко, красиво/эстетично. 

Достаточно первых 5 мест в каждой категории с краткими объяснениями 

почему так.

9/24/2026, 7:32:08 PM

Я бы развёл эти две категории довольно сильно: «важно/глубоко» — насколько далеко идея задачи тянется в

математику; «красиво/эстетично» — насколько решение неожиданно меняет взгляд и насколько мало средств

требуется для большого эффекта.

Важно / глубоко

1. №20 — домино и раскраска.

Это почти идеальный первый пример инварианта. Идея «не строить конфигурацию, а найти сохраняющуюся

величину» потом возникает в комбинаторике, теории графов, играх, алгебре, топологии. Очень большой

математический принцип в детской упаковке.

2. №16 — башня из пластинок.

Здесь сразу две серьёзные идеи: центр тяжести и расходимость гармонического ряда. Особенно важно различие

между  и сходимостью : члены становятся сколь угодно малы, а сумма всё равно уходит в бесконечность.

3. №22 — сосуды.

За бытовой задачей скрываются НОД, алгоритм Евклида, остатки, модульная арифметика, а при геометризации

— пространство состояний и «бильярд». Это уже целый узел взаимосвязанных идей.

4. №5 — две старушки.

Не столько из-за конкретного ответа, сколько потому, что здесь естественно возникает среднее геометрическое,

пропорция, подобие, выбор координат и вопрос о правильном представлении задачи. Очень хороший мост от

арифметики к геометрии.

5. №1 — Маша и Миша.

По глубине математики она невелика, но по глубине математического мышления — огромна: скрытые

предпосылки, дискретность модели, исторический контекст, буквальное чтение условия. Это почти маленький урок

по основаниям моделирования.

Красиво / эстетично

1. №20 — домино и раскраска.

Для меня здесь без конкуренции: бесконечное море возможных укладок исчезает после одного простого акта —

раскрасить клетки. Очень сильная компрессия мысли.

2. №6 — несуществующий прямоугольный треугольник.

Особенно хорошее решение через окружность с диаметром-гипотенузой: высота просто не может быть больше

радиуса. Это буквально «увидел — и всё».

3. №21 — гусеница и развёртка.

Трёхмерная задача внезапно становится плоской, а ломаный путь — прямой. Очень чистая смена представления: не

вычислять лучше, а смотреть в другом пространстве.

4. №5 — старушки и геометрическое среднее.

Если довести решение до картинки с пропорцией и средним пропорциональным, получается почти классическая

евклидова красота: числа  возникают из геометрии, а не из механического уравнения.

a ​ →n 0 a ​∑ n

4, 6, 9
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5. №4 — чай и вино.

Минимум вычислений, максимум идеи: в стакане в конце тот же объём, поэтому сколько вина вошло, столько чая

обязано уйти. Замещение вместо концентраций — очень элегантно.

Почти вошли бы в эстетический список №17 с мухой — за радикальное игнорирование всей «видимой сложности»

задачи — и №13 с книгами, но №13 мне кажется скорее великолепной ловушкой восприятия, чем именно

математической красотой.

А №15 я пока сознательно не ставлю никуда: там, возможно, глубокая комбинаторика есть, но эстетический замысел

Арнольда мы так и не раскусили.

9/24/2026, 7:32:15 PM · gpt-5-6-thinking
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Дальнейшие задачи, мне кажется, интересны глубинными связями. Многие из 

них работают как портал, открывающий вход в новый регион. Нвдо просто 

догадаться, почему Арнольд поместил их в сборнике. Задача 24, Теорема 

Наполеона. Мне проще доказать её через комплексные числа, но это плохое 

решение. Я думаю, что Арнольд имел в виду доказательство через Теорему 

Шаля (Chasles). Проблема в том, что это доказательство я не понимаю. Давай 

соберём информацию, связанную с Теоремой Шаля: Лемма о трёх гвоздях; 

изометрии сводятся к 1,2 или 3 отражениям; изометрии, сохраняющие 

ориентацию это два отражения, то есть сдвиг или поворот; изометрия, 

сохраняющая ориентацию и точку - это поворот (или тождественное); два 

поворота вокруг разных точек всегда сводятся к одному на сумму углов [это 

мне тоже проще строго доказать через комплексные числа. Есть ли 

естественное доказательство?] В общем, всё это надо собрать в список 

сведений, вытекающих друг из друга. А затем применить к Теореме Наполеона. 

Слабые места: сумма поворотов и само применение [я его не вижу и не 

чувствую].

9/25/2026, 9:24:09 AM

Да, тут уже стоит собрать не отдельный трюк, а целую маленькую «теорию движения плоскости» — именно как цепочку

идей, где каждая следующая почти неизбежна из предыдущей. Я сначала проверю, что именно обычно называют

теоремой Шаля в этом контексте и как стандартно связывают её с теоремой Наполеона, а потом соберу доказательную

лестницу без комплексных чисел.

Я нашёл, по-моему, именно тот маршрут, который здесь нужен. И заодно одну важную поправку к формулировке: два

поворота дают поворот на сумму углов, кроме случая, когда сумма ; тогда обычно получается

параллельный перенос. Это исключение как раз очень естественно видно через отражения.

Thinking

●
Developing the proof

I’m organizing the argument around the three-point rigidity principle: an isometry is determined by three noncollinear images. I’ll then 

show how reflections classify orientation-preserving maps as rotations or translations, including the parallel-axis case.

●
Developed the proof

●
Establishing the center relation

I’m using the composition rule for two equal rotations: two \(120^\circ\) rotations combine into a \(-120^\circ\) rotation whose center 

completes an equilateral triangle with the original centers. This makes the third center equidistant from the first two.

●
Established the center relation

●
Searched 20 websites

●
Defining the rotation lemma

I’m expressing each \(120^\circ\) rotation as two reflections. After canceling the shared axis, the remaining reflection lines intersect at 

the third vertex of an equilateral triangle, proving the composed rotation has that center.

●
Building the reflection proof

I’m constructing the “three nails” argument explicitly: successively correct one, two, then three noncollinear points with reflections. 

Once all three are fixed, rigidity forces the entire isometry to be the identity.

●
Defined the rotation lemma and built the reflection proof

●
Searched 5 websites

✓ Worked for 53s

Да. Здесь действительно получается целая маленькая теория - и, кажется, я вижу теперь именно то доказательство

Наполеона, которое тебе нужно: через повороты как пары отражений. Комплексные числа дают всё мгновенно, но

скрывают геометрический механизм.

0 (mod 360 )∘
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Сначала важная поправка: два поворота вокруг разных точек не всегда дают поворот. Если сумма углов равна 

, получается, вообще говоря, параллельный перенос. В остальных случаях - поворот на сумму углов. Это

стандартная часть классификации движений плоскости. (Mathem.at)

1. «Лемма о трёх гвоздях»

Если движение плоскости оставляет неподвижными три неколлинеарные точки , то оно тождественно.

Почему - буквально видно. Для любой точки  её образ должен одновременно лежать на трёх окружностях

Три «гвоздя» однозначно фиксируют положение . (Mathem.at)

Это фундамент №1.

2. Отсюда: любое движение - не более трёх отражений

Вот очень красивое конструктивное доказательство.

Берём произвольное движение .

Пусть

Если , отражаем всю картинку относительно серединного перпендикуляра к . Он переводит  обратно в .

После одного отражения-коррекции новое движение фиксирует .

Теперь берём . Пусть оно отправляется в . Поскольку  уже фиксировано,

Следовательно, серединный перпендикуляр к  проходит через . Отражением относительно него возвращаем  в

, не сдвигая .

После второго отражения фиксированы .

Берём , не лежащую на . Её образ  имеет те же расстояния до  и . Поэтому возможны ровно две точки:

или  - отражение  относительно .

Если второй случай - делаем третье отражение относительно .

Теперь фиксируются три неколлинеарных точки, поэтому по «трём гвоздям» движение тождественно.

Следовательно:

Именно такой подход используется и в стандартных изложениях теоремы Шаля. (pdfcoffee.com)

3. Чётность сразу даёт классификацию

Одно отражение меняет ориентацию.

Поэтому:

движение, сохраняющее ориентацию, состоит из чётного числа отражений;

меняющее ориентацию - из нечётного.

А их всего не более трёх.

Значит, сохраняющее ориентацию движение состоит из

отражений.

0

(mod 360 )∘

A,B,C

P

∣AP ∣ =′ ∣AP ∣, ∣BP ∣ =′ ∣BP ∣, ∣CP ∣ =′ ∣CP ∣.

P

F

A ↦ A .′

A =′
 A AA′ A′ A

A

B = A B′ A

AB = AB .′

BB′ A B′

B A

A,B

C AB C ′ A B

C =′ C

C ′ C AB

AB

​любое движение плоскости = композиция не более трёх отражений.

0 или 2
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А композиция двух отражений известна совершенно геометрически:

Оси пересекаются

Если оси отражений  пересекаются под углом , то

есть поворот вокруг их точки пересечения на

Оси параллельны

Получается параллельный перенос на удвоенное расстояние между осями.

Отсюда сразу:

Это и есть одна из обычных плоских форм теоремы Шаля; терминология в литературе немного гуляет. Полная

классификация добавляет отражения и скользящие отражения. (Mathem.at)

А если такое движение ещё имеет неподвижную точку, перенос отпадает:

(включая тождественное как поворот на ).

До сих пор всё почти неизбежно.

4. Теперь слабое место: сумма двух поворотов

И вот здесь отражения дают, по-моему, именно то естественное доказательство, которого тебе не хватало.

Есть два поворота:

Проведём общую прямую

Первый поворот

Любой поворот на  вокруг  можно представить двумя отражениями, оси которых проходят через  и образуют угол

.

Выберем одну из этих осей именно :

Здесь  проходит через , а угол  равен .

Второй поворот

Точно так же выберем разложение

где  проходит через , а угол  равен .

Теперь составляем:

Но

l,m θ

S ​S ​m l

2θ.

​ориентацию сохраняющее движение = поворот или перенос.

​прямое движение с неподвижной точкой = поворот

0∘

R ​(α), R ​(β).A B

m = AB.

α A A

α/2

m

R ​(α) =A S ​S ​.m l

l A l → m α/2

R ​(β) =B S ​S ​,k m

k B m → k β/2

R ​(β)R ​(α) =B A S ​S ​S ​S ​.k m m l

S ​S ​ =m m id.
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Поэтому средние отражения уничтожаются:

Вот и всё!

Угол между оставшимися осями:

Следовательно, композиция - поворот на

Если  и  параллельны, получаем перенос; это как раз случай

Это доказательство мне нравится значительно больше комплексного: сумма углов возникает буквально потому, что

половинки углов складываются после сокращения двух одинаковых отражений.

Есть учебники, где именно геометрическую конструкцию центра композиции двух поворотов противопоставляют

алгебраическому доказательству. (New Math UIUC)

5. Маленькая специальная лемма для Наполеона

Теперь возьмём два поворота на  в одну сторону вокруг  и .

Проведём  и разложим оба поворота так, чтобы отражение относительно  было общим и сократилось.

Оставшиеся две оси проходят соответственно через  и , и каждая образует с  угол

Где они пересекаются?

В третьей вершине равностороннего треугольника на !

Назовём её .

Поэтому композиция двух -поворотов имеет:

центр ;

угол .

Итак:

где  - равносторонний треугольник (с правильным выбором стороны).

Вот этот факт, по-моему, является недостающим визуальным мостиком к Наполеону.

6. И теперь теорема Наполеона почти падает сама

Пусть на сторонах  исходного треугольника наружу построены равносторонние треугольники.

Обозначим их центры:

 - на ,

 - на ,

 - на .

Рассмотрим три одинаковых поворота на  в подходящую сторону.

Поворот вокруг  циклически переставляет вершины первого равностороннего треугольника, поэтому, скажем,

​.R ​(β)R ​(α) = S ​S ​B A k l

​ +
2

α
​ =

2

β
​.

2

α + β

​.α + β

l k

α + β ≡ 0 (mod 360 ).∘

120∘ P Q

PQ PQ

P Q PQ

60 .∘

PQ

R

120∘

R

240 =∘ −120∘

​R ​(120 )R ​(120 ) = R ​(−120 ),Q
∘

P
∘

R
∘

PQR

AB,BC,CA

X AB

Y BC

Z CA

120∘

X
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Поворот вокруг :

Поворот вокруг :

Значит, композиция

оставляет  на месте:

А каков её суммарный угол?

По нашей теории композиция этих трёх прямых движений должна быть либо переносом с суммарным углом , либо

тождественным движением.

Но ненулевой перенос не имеет неподвижных точек, а наша композиция фиксирует .

Следовательно,

Отсюда

Левая часть - композиция двух одинаковых -поворотов вокруг .

Но из специальной леммы мы только что знаем:

её центр - третья вершина равностороннего треугольника на .

А правая часть - поворот на противоположные  вокруг .

У нетривиального поворота центр единственен.

Следовательно, эта третья вершина и есть .

То есть

Теорема Наполеона.

И вот теперь я, кажется, понимаю, почему Арнольд мог поместить её именно здесь.

Теорема Наполеона - не конечная цель. Это дверь в геометрию преобразований:

Причём ключевая картинка, которую стоит запомнить, не сама теорема Наполеона, а вот эта:

Комплексные числа доказывают это быстрее. Но отражения объясняют, почему возникает равносторонний

треугольник: половина  есть , и после сокращения общего отражения остаются две прямые под .

Вот это уже, на мой взгляд, очень арнольдовское доказательство.

Sources

A ↦ B.

Y

B ↦ C.

Z

C ↦ A.

R ​R ​R ​Z Y X

A

A → B → C → A.

120 +∘ 120 +∘ 120 =∘ 360 .∘

0∘

A

​.R ​R ​R ​ = idZ Y X

R ​R ​ =Y X R .Z
−1

120∘ X,Y

XY

120∘ Z

Z

​XY Z - равносторонний треугольник.

три гвоздя ⇒ не более трёх отражений ⇒ Шаль ⇒ повороты = два отражения ⇒ сложение поворотов ⇒ Наполеон.

​два поворота на 120 ⟺ три центра образуют равносторонний треугольник.∘

120∘ 60∘ 60∘
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Спасибо! И совершенно верно: дверь в геометрию преобразований. В этом 

смысле задачу 22 можно рассматривать как дверь в "бильярды" или, ещё 

лучше, дверь в Алгоритм Евклида и далее в Теорию Чисел и Теорию Групп. А 

задачу 23 можно рассматривать двояко: как смену точки зрения (типично для 

элементарных задач из первой трети) или как введение в Линейные 

Диофантовы Уравнения (мы это пропустили, но это надо иметь в виду.) В этом 

смысле следующая задача (25) для меня загадка. Несколько предыдущих и 

последующие задачи можно рассматривать как порталы ("ворота"). А здесь я 

глубоких связей не вижу. Нужно расследование. [На всякий случай, ответ: 

3,4,5,6, но не 7 (у нас только 6 граней). Правильный гексагон: да, правильный 

пентагон: нет: две параллельных стороны получаются.]

9/25/2026, 9:39:26 AM

Да, здесь стоит именно расследовать замысел задачи, а не просто проверить список ответов. Я посмотрю на №25 как на

возможный «портал»: какие общие темы за ней стоят — выпуклые многогранники, проекции, нормали к граням,

центральные сечения/тени, теорема Эйлера, возможные ограничения на число сторон — и что из этого реально

естественно вытекает именно из формулировки Арнольда.

Thinking

●
Clarifying the geometry

I’m identifying the referenced cube-section problem and checking its numbering before explaining the deeper connections. The key 

ideas appear to involve hyperplane sections, convex polytope combinatorics, parallel faces, and restrictions on regular polygon 

sections.

●
Clarified the geometry

●
Searched 21 websites

✓ Worked for 15s

Да, теперь я вижу, почему №25 может быть «порталом», хотя на поверхности она выглядит скромнее, чем №24.

Сначала подтвердим саму задачу. В издании 2007 года это действительно №25: «Какие многоугольники могут

получиться при пересечении куба плоскостью? Может ли получиться пятиугольник? Семиугольник? Правильный

шестиугольник?» (EMS reprint of Arnold’s list, см. задачу 25; также Math.ru описывает издание 2007 года как расширенное

до 79 задач. (EMS Press))

И твой ответ по существу правильный:

треугольник - да;

четырёхугольник - да;

пятиугольник - да, но не правильный;

шестиугольник - да, и может быть правильным;

семиугольник - нет, потому что у куба всего шесть граней.

Для правильного пятиугольника твоё объяснение тоже точное: если плоскость пересекает пять граней куба, среди них

неизбежно будут две пары противоположных граней. Противоположные грани параллельны, значит соответствующие

стороны сечения тоже параллельны. А у правильного пятиугольника параллельных сторон нет. Это стандартное

короткое доказательство. (etudes.ru)

Но теперь главное: зачем Арнольду эта задача?

Мне кажется, наиболее правдоподобный ответ - это не столько «задача про куб», сколько первый вход в геометрию

сечений выпуклых многогранников.
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Что в ней действительно глубокого

Первый слой - очень элементарный:

сторона плоского сечения возникает как пересечение секущей плоскости с гранью многогранника.

Отсюда мгновенно:

Для куба - максимум 6.

Это уже смена точки зрения. Вместо того чтобы крутить в голове картинки сечений, мы смотрим на комбинаторику

граней.

Именно этот подход отмечают и в современном обсуждении задачи Арнольда: достаточно понять, что сечение выпукло,

компактно и каждая его сторона приходит от одной грани куба; почти вся классификация после этого становится

структурной, а не вычислительной. (Mathematics Stack Exchange)

Второй слой - параллельность граней передаётся сечению.

У куба грани разбиты на три пары параллельных плоскостей. Если секущая плоскость пересекает обе плоскости одной

такой пары, линии пересечения параллельны.

Значит, структура самого куба оставляет «отпечаток» на плоском сечении.

Отсюда:

пятиугольник обязан иметь параллельные стороны → не может быть правильным;

шестиугольник, пересекающий все шесть граней, получает три пары параллельных сторон;

и это уже совместимо с правильным шестиугольником.

То есть двумерная фигура помнит трёхмерную симметрию объекта, из которого она вырезана.

Вот это, на мой вкус, уже красиво.

Третий слой - правильный шестиугольник

Здесь появляется настоящий портал в симметрию куба.

Берём пространственную диагональ куба и плоскость через центр, перпендикулярную ей. Она пересекает шесть

подходящих рёбер в их серединах, и получается правильный шестиугольник. Это стандартная конструкция;

Арнольдовские комментарии к англоязычному изданию прямо отмечают, что правильный шестиугольник получается

именно так. (Scribd)

То есть задача неожиданно связывает:

И это уже знакомство с принципом:

симметричный объект, пересечённый симметрично выбранной плоскостью, наследует симметрию.

Это гораздо более общий способ думать.

Но портал, по-моему, идёт ещё дальше

Если заменить куб произвольным выпуклым многогранником , возникает естественная область вопросов:

какие комбинаторные типы многоугольников могут быть его плоскими сечениями;

какие грани многогранника может одновременно пересечь плоскость;

какие параллельности и симметрии обязаны наследоваться;

какие правильные многоугольники могут возникнуть;

#сторон сечения ≤ #граней, пересечённых плоскостью.

куб⟶ пространственная диагональ⟶ плоскость, перпендикулярная ей⟶ правильный шестиугольник.

P
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что меняется в более высокой размерности - какие многогранники являются гиперплоскими сечениями -мерных

многогранников.

Это уже теория выпуклых многогранников и выпуклая геометрия.

И есть даже естественное продолжение ровно в духе этой задачи: спросить, какие правильные многоугольники могут

быть сечениями не только куба, но и тетраэдра, октаэдра, додекаэдра и т. д. Такой вопрос прямо предлагается в

материалах «Математических этюдов» как продолжение задачи о кубе. (etudes.ru)

Поэтому я бы сейчас интерпретировал №25 так:

Ворота в выпуклую геометрию: изучать пространственный объект через его плоские сечения.

Это очень древняя и очень мощная идея. Конусные сечения - следующий очевидный пример; томография - уже гораздо

более далёкий потомок той же философии: судить о трёхмерном объекте по двумерным срезам.

И тут последовательность следующих задач становится подозрительно осмысленной. №25 - сечения куба. Затем №26

про сумму квадратов расстояний от вершин куба до прямой - там уже просматриваются симметрия, квадратичная форма

и момент инерции. А №27 - плоскость режет конус, два вписанных шара касаются сечения: это знаменитая геометрия

фокусов эллипса через сферы Данделена. В англоязычном списке эти задачи стоят именно подряд. (EMS Press)

То есть я бы изменил первоначальный диагноз. №25 вовсе не «случайная лёгкая задача между порталами». Скорее она

сама является первым шагом в серии:

Но в отличие от №24, где дверь в геометрию преобразований распахивается почти сразу, у №25 дверь очень

неприметная. Сначала кажется: «ну да, шесть граней - максимум шесть сторон». А дальше выясняется, что вопрос «что

может увидеть плоскость, проходя через тело?» - это уже большая тема.

И ещё я бы добавил одну маленькую эстетическую особенность. Здесь три разных ответа требуют трёх разных

уровней информации о кубе:

«не 7» использует только число граней;

«не правильный 5» использует параллельность противоположных граней;

«да, правильный 6» использует уже полную симметрию куба.

Вот это, по-моему, вполне могло особенно нравиться Арнольду. Одна короткая задача постепенно заставляет

использовать всё более тонкую структуру одного и того же объекта.

Sources

Feature 15. How many ways are there to break the ems-ph.org

Сечения куба / Модели // Математические этюды etudes.ru

general topology - Can topological arguments determine the intersections of a plane and cube? - Mathematics Stack

Exchange math.stackexchange.com

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com

9/25/2026, 9:39:29 AM · gpt-5-6-thinking

n

​пространственная геометрия → сечения → симметрия → выпуклые тела → коники
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Ага. Я даже не знал, что существует англоязычное издание с [частичными] 

решениями. Это супер! Следующая задача (26): ответ типичен доя Арнольда: 

сумма квадратов постоянна (мин = макс). Это всё легко считается с помощью 

векторов, проекций, скалярного произведения и т.п. Главный вопрос: это 

портал к чему? Пока что, самая интересная связь что я видел, это изотропные 

множества [через вершины правильных многогранников]. И да, далее 

дисперсия, квадратичные формы, момент инерции. Пролей, пожалуйста, свет 

на эти связи [и другие, если ты видишь больше.]

9/25/2026, 10:02:46 AM

Да, здесь я бы уже говорил не об одном портале, а о целом узле из четырёх дорог: изотропия/симметрия →

ковариационные матрицы и дисперсия → квадратичные формы → моменты инерции. И, подозреваю, есть ещё пятая

дорога — к сферическим дизайнам и tight frames. Сейчас попробую связать это в одну цепь, а не просто перечислить

аналоги.

Thinking

●
Searched 8 websites

✓ Worked for 8s

Да - и вот здесь, по-моему, обнаруживается очень характерный для Арнольда «портал»: №26 ведёт не просто к одной

теме, а к понятию изотропии второго порядка.

Причём есть сильная улика: практически эта же задача встречается у Арнольда в «Математических методах

классической механики». В обсуждении этой версии задача цитируется как: провести через центр куба прямую, для

которой сумма квадратов расстояний до вершин максимальна/минимальна; ответ снова - она постоянна. (Mathematics

Stack Exchange) Поэтому связь с моментом инерции здесь, думаю, вовсе не случайная.

Я бы выстроил «карту порталов» так.

1. Начальный факт: куб не замечает направления - в среднем квадратично

Поместим центр куба в , а его вершины обозначим . Для единичного вектора , задающего прямую через ,

Поэтому

Первое слагаемое явно постоянно. Вся загадка сводится к тому, почему

не зависит от направления .

Для куба это видно в координатах: вершины - . При раскрытии квадратов все смешанные члены

 уничтожаются симметрией, а коэффициенты при  одинаковы. Именно так устроено одно из

стандартных решений задачи. (Mathematics Stack Exchange)

Но это лишь поверхность.

2. Настоящий объект - матрица второго момента

Запишем

O v ​, … , v ​1 8 u O

d(v ​, ℓ) =i
2 ∣v ​∣ −i

2 (v ​ ⋅i u) .2

d(v ​, ℓ) =∑ i
2 ∣v ​∣ −∑ i

2 (v ​ ⋅∑ i u) .2

(v ​ ⋅∑ i u)2

u

(±a, ±a, ±a)

u ​u ​,u ​u ​,u ​u ​x y y z z x u ​,u ​,u ​x
2

y
2

z
2

M = ​v ​v ​.
i

∑ i i
T

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 71 / 269

https://math.stackexchange.com/q/4083355?utm_source=chatgpt.com
https://math.stackexchange.com/q/4083355?utm_source=chatgpt.com
https://math.stackexchange.com/q/4083355?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


Тогда

Вот здесь задача внезапно превращается в вопрос:

Почему для куба  является скалярной матрицей?

То есть

А тогда

для любого единичного .

По-моему, это центральный портал №26.

Потому что утверждение  можно читать на нескольких совершенно разных языках.

3. Язык вероятностей: ковариация и дисперсия

Выберем вершину куба случайно с одинаковыми вероятностями.

Тогда случайный вектор  имеет

по центральной симметрии, а

То есть ковариационная матрица изотропна.

Для любого направления 

Иными словами:

проекция случайной вершины куба имеет одну и ту же дисперсию в любом направлении.

Вот это уже очень содержательное переосмысление №26.

Не «сумма каких-то расстояний почему-то постоянна», а:

И это напрямую связывает задачу с PCA. Для произвольного облака точек направления максимальной и минимальной

дисперсии - собственные векторы ковариационной матрицы. У куба все три собственных значения одинаковы, поэтому

никакого выделенного главного направления нет.

А Арнольд как раз спрашивает «максимум» и «минимум». Ответ «они равны» означает: PCA куба полностью вырождено

из-за симметрии.

4. Язык механики: тензор инерции

Теперь заменим каждую вершину одинаковой точечной массой.

Момент инерции относительно оси :

Но это буквально выражение из задачи с постоянным множителем .

​(v ​ ⋅
i

∑ i u) =2 u Mu.T

M

​.M = cI

u Mu =T c u u =T c

u

M = cI

X

E[X] = 0

E[XX ] =T cI.

u

Var(u ⋅ X) = u Cov(X)u =T c.

​облако вершин куба имеет одинаковую квадратичную ширину во всех направлениях.

ℓ

I ​ =ℓ ​md(v ​, ℓ) .
i

∑ i
2

m
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Поэтому №26 утверждает:

система из восьми одинаковых масс в вершинах куба имеет одинаковый момент инерции относительно любой оси

через центр.

Это очень сильное утверждение. Обычно момент инерции зависит от оси; именно поэтому существует тензор инерции и

его главные оси. Здесь же тензор имеет вид

То есть тело - в смысле инерции - сферически симметрично второго порядка, хотя геометрически куб совсем не

сфера.

Вот этот контраст мне кажется особенно арнольдовским:

куб не сферически симметричен, но его тензор инерции сферически симметричен.

И это, вероятно, объясняет присутствие той же задачи в книге по механике. (Mathematics Stack Exchange)

5. Квадратичные формы: «максимум = минимум» означает сферу

Для произвольного конечного набора точек та же величина имеет вид

Это квадратичная форма на единичной сфере.

Обычно:

и экстремумы достигаются на собственных направлениях .

У куба

Поэтому эллипсоид квадратичной формы

вырождается в сферу.

То есть задача №26 - элементарнейший вход в спектральную теорию симметричных операторов:

И необычный ответ Арнольда «min=max» означает: все собственные значения совпали.

6. Изотропные множества

Вот здесь твоя связь абсолютно в точку.

Конечное множество центрированных точек называют находящимся в изотропном положении, если после подходящей

нормировки

(часто нормируют до ).

Кубические вершины - пример именно такого множества.

Тогда для любого направления 

постоянна.

​.I = λI

Q(u) = u Mu.T

λ ​ ≤min Q(u) ≤ λ ​,max

M

λ ​ =1 λ ​ =2 λ ​.3

x Mx =T 1

​экстремум квадратичной формы⟶ собственные значения⟶ главные оси.

​ ​v ​v ​ =
N

1

i

∑ i i
T cI

I

u

​(v ​ ⋅
i

∑ i u)2
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То есть сама задача №26 фактически даёт операционное определение изотропии:

смотрим на сумму квадратов проекций во всех направлениях; если она одинакова - множество изотропно.

7. Tight frames - ещё более неожиданная дверь

Если нормировать вершины куба на единичную сферу,

то условие превращается в

А это ровно определяющее свойство tight frame.

Для unit-norm tight frame из  векторов в  константа равна . Именно так формулируется стандартное тождество

для конечных tight frames. (Springer)

То есть восемь направлений к вершинам куба дают избыточный аналог ортонормированного базиса:

для обычного ортонормированного базиса

это Парсеваль.

А для вершин куба:

Получается прекрасная линия:

Причём теория frames сейчас имеет приложения в обработке сигналов, квантовой информации и других областях; это

уже вполне самостоятельная современная территория. (Springer)

8. Сферические дизайны

Ещё один шаг.

Если точки на сфере устроены так, что усреднение многочленов степени до  по этим точкам совпадает с усреднением

по всей сфере, это spherical -design.

Для нашей задачи важна степень .

На сфере среднее

не зависит от  из-за полной вращательной симметрии сферы.

Если конечный набор точек воспроизводит эту среднюю для всех квадратичных функций, то он в этом отношении

заменяет всю сферу.

И вот вершины очень симметричных многогранников дают именно такие конечные «заменители сферы» второго

порядка. Теория сферических дизайнов исторически тесно связана с особо симметричными конечными наборами на

сфере и регулярными многогранниками. (Cambridge University Press)

Поэтому по-настоящему глубокая интерпретация №26:

восемь вершин куба, если спрашивать только квадратичные вопросы, выглядят как равномерная сфера.

w ​ =i ​,
∣v ​∣i

v ​i

​
∣⟨u,w ​

⟩∣ =
i

∑ i
2 C∥u∥ .2

N Rd N/d

​ ∣⟨u, e ​⟩∣ =
j=1

∑
d

j
2 ∥u∥2

​ ∣⟨u,w ​⟩∣ =
i=1

∑
8

i
2

​∥u∥ .
3

8 2

​теорема Пифагора/Парсеваль → tight frames → №26.

t

t

2

(u ⋅ x)2

u
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Вот эта формулировка мне нравится больше всего.

9. Почему это работает не только для куба?

Тут важна именно симметрия.

Возьмём вершины правильного многогранника с центром в начале координат. Его группа вращений переставляет

вершины, поэтому матрица

должна оставаться неизменной при всех этих симметриях.

Для достаточно богатой группы симметрий единственная такая симметричная квадратичная форма - скалярная:

Поэтому аналог №26 работает для тетраэдра, октаэдра, икосаэдра, додекаэдра и вообще многих высокосимметричных

орбит. Регулярные многогранники определяются именно очень сильной групповой симметрией. (Encyclopedia of

Mathematics)

И здесь появляется ещё одна дверь:

Очень грубо: если группа симметрий действует на  неприводимо, то оператор, коммутирующий со всеми

симметриями, должен быть скаляром. Это уже дух леммы Шура.

И внезапно детская задача про восемь расстояний становится игрушечной версией утверждения:

«симметрия заставляет тензор второго ранга быть скалярным».

Это встречается постоянно в физике.

10. Почему именно квадраты?

Это тоже не случайность.

Если бы Арнольд спросил сумму самих расстояний,

она уже, вообще говоря, зависела бы от направления.

Или четвёртые степени:

опять возникают новые угловые зависимости.

А квадрат особенный, потому что он порождает квадратичную форму, а она полностью кодируется матрицей второго

момента.

Поэтому №26 - буквально задача про второй момент.

И отсюда единым пакетом возникают:

M = v ​v ​∑ i i
T

M = cI.

​теория представлений групп.

R3

d(v ​, ℓ),∑ i

d(v ​, ℓ) ,∑ i
4
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Это на самом деле одна и та же матрица

под разными именами.

И что, по-моему, хотел здесь Арнольд

Если №24 была дверью в геометрию преобразований, то №26 я бы назвал дверью в

Ребёнку предлагается задача, где естественно ожидать некоторого «лучшего направления». А ответ:

лучшего направления нет.

Почему? Не потому что куб - шар. Он не шар.

А потому что при измерении квадратичной характеристикой его конечная система вершин оказывается изотропной.

И это очень важная математическая привычка: объект может не обладать полной симметрией, но определённый его

момент, тензор или статистика может обладать гораздо большей симметрией, чем сам объект.

По-моему, именно это - настоящая глубина №26.

И есть замечательный следующий вопрос, который я бы поставил сразу после Арнольда: какие конечные наборы

точек обладают свойством №26? Тогда буквально за один шаг мы выходим на isotropic sets / tight frames / spherical 2-

designs. Это уже не метафорический портал, а точное математическое обобщение.

Sources

geometry - How to show that the sum of the squares of distances from the vertices of a cube to a line passing through the

center of the cube is constant? - Mathematics Stack Exchange math.stackexchange.com

Frame Quantization of Neural Networks | Journal of Fourier Analysis and Applications | Springer Nature Link link.springer.com

On Extremal Finite Sets in the Sphere and Other Metric Spaces - Algebraic, Extremal and Metric Combinatorics 1986

cambridge.org

Regular polyhedra - Encyclopedia of Mathematics encyclopediaofmath.org

9/25/2026, 10:02:51 AM · gpt-5-6-thinking

​

геометрия: сумма квадратов проекций

↕
вероятность: ковариация / дисперсия

↕
механика: тензор инерции

↕
линейная алгебра: квадратичная форма

↕
гармонический анализ: tight frame

↕
дискретная геометрия: spherical 2-design.

​M = ​v ​v ​

i

∑ i i
T

​геометрию второго момента.
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А как насчёт додекаэдра (например). Там тоже только вторая степень, или там 

и более высокие степени работают?

9/25/2026, 10:28:48 AM
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Да - для правильного додекаэдра работает не только вторая степень. И вот тут как раз начинается очень красивая

иерархия.

Вершины правильного додекаэдра, нормированные на единичную сферу, образуют сферический 5-дизайн. Это

означает: среднее по его 20 вершинам совпадает со средним по всей сфере для любого многочлена степени . Само

понятие spherical -design именно так и определяется. (Springer)

Для нашей темы это значит следующее. Если  - произвольное единичное направление, то выражения

и

не зависят от направления .

Степени 1, 3 и 5 тоже формально входят в 5-design, но для додекаэдра они менее интересны: набор вершин центрально

симметричен, поэтому нечётные степени и так взаимно уничтожаются:

То есть настоящий дополнительный скачок по сравнению с кубом - это именно четвёртый момент.

Иначе говоря:

Это уже гораздо сильнее свойства задачи №26.

Для сравнения картина у платоновых тел примерно такая:

тетраэдр - сферический -дизайн;

куб и октаэдр - -дизайны;

додекаэдр и икосаэдр - -дизайны.

То есть у куба существенная нетривиальная изотропия заканчивается на квадратичном уровне, а у икосаэдральной

симметрии она доживает до четвёртых степеней. Их группы симметрий соответственно - кубическая  и

икосаэдральная . (MathWorld)

Есть очень наглядный способ это почувствовать.

Для равномерной точки  на единичной сфере в ,

для любого направления .

Для вершин любого из наших изотропных многогранников второго порядка получается то же самое дискретное среднее.

≤ 5

t

u

​(u ⋅
i

∑ v ​)i
2

​(u ⋅
i

∑ v ​)i
4

u

v ↔ −v.

​додекаэдр изотропен не только второго, но и четвёртого порядка.

2
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5
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Но для сферы также

И додекаэдр с икосаэдром воспроизводят и это:

при нормированных вершинах .

А куб - уже нет: четвёртый момент начинает различать направления. Например, направление к вершине куба и

направление к центру грани дают разные четвёртые моменты.

Вот это особенно красиво: вторая степень “видит” куб как сферу, четвёртая уже распознаёт его кубичность;

додекаэдр/икосаэдр обманывают и четвёртую степень.

Почему именно до 5? Это уже отражение структуры икосаэдральной группы. У неё нет нетривиальных гармонических

инвариантов низких степеней до определённого уровня; первый угловой след симметрии появляется выше. На языке

теории представлений это означает, что сферические гармоники малых степеней усредняются по орбите в ноль.

Поэтому можно построить замечательную лестницу:

И, пожалуй, самая приятная формулировка такая:

Куб выглядит как сфера для квадратичных измерений.

Додекаэдр и икосаэдр выглядят как сфера уже для всех измерений полиномиальной сложности до пятой степени.

Это действительно намного глубже, чем просто «сумма квадратов постоянна».

Sources

Optimal designs for spherical harmonic regression | Statistical Papers | Springer Nature Link link.springer.com

Platonic Solid -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

9/25/2026, 10:28:52 AM · gpt-5-6-thinking
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№26 → изотропия 2-го порядка → сферические дизайны → изотропия высших моментов → гармонический анализ и теория п
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Очень красиво, очень глубокие связи. К сожалению, немного выходят за рамки 

5-15 intermediate, но будем их иметь в виду. Задача 27. Тут никакой загадки 

нет: Арнольд считал сферы Данделена лучшим введением в теорию конических 

сечений. Коротко: эллипс определяется как геометрическое место точек, у 

которых сумма расстояний до двух [фокусов] постоянна. Разрежем полый конус 

плоскостью, впишем две касательные сферы вверху и внизу. Две точки касания 

являются фокусами для сечения конуса (то есть, это эллипс). Доказывается 

очень наглядно (стиль Арнольда). Но вот что интересно. В книге "Вещественная 

алгебраическая геометрия" Арнольд вводит сферы Данделена не только для 

эллипса, но и для параболы и гиперболы - то есть, закрывает все конические 

сечения таким образом. Можно ли обобщить дальше - я не знаю.

9/25/2026, 10:39:42 AM

Да, можно — и тут есть несколько разных направлений обобщения. Самое естественное: сначала понять, что именно в

сферах Данделена является случайностью конуса, а что — проявлением более общего механизма «касательные сферы

кодируют метрические свойства сечения». Я проверю, насколько далеко это стандартно продолжено в литературе.
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Да, обобщение есть - и даже несколько уровней.

Самое близкое к исходной конструкции: сферы Данделена работают не только для конуса. Есть обобщённая

теорема Данделена для поверхностей вращения второго порядка: эллипсоида, гиперболоида, параболоида, цилиндра.

При сечении плоскостью снова получаются коники, и касательные сферы позволяют восстановить их фокально-

директрисные свойства. (ResearchGate)

То есть первая лестница такая:

Но, по-моему, есть более глубокое обобщение идеи самой конструкции.

Что на самом деле делает сфера Данделена?

Ключевой факт совсем элементарный:

две касательные, проведённые из одной точки к одной сфере, имеют равные длины.

Именно поэтому пространственная касательная конструкция превращается в плоское метрическое равенство типа

или

То есть сфера выступает как машина, превращающая касание в расстояние до фокуса. Для параболы аналогично

возникает отношение «фокус - директриса». (ProofWiki)

Вот этот принцип уже гораздо шире коник.

Следующая большая территория - циклиды Дюпена

И здесь начинается очень красивая связь. Циклиды Дюпена - это поверхности, которые можно описывать через

семейства касательных сфер. Более того, они допускают две различные семьи сфер, касающихся поверхности вдоль

конус ⟶ все квадрики вращения ⟶ коники как их плоские сечения.

PF ​ +1 PF ​ =2 const

PF ​ −1 PF ​ =2 const.
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окружностей; их линии кривизны сами являются окружностями. (Encyclopedia of Mathematics)

Конус, цилиндр, тор и сфера входят в эту картину как специальные случаи или модели, связанные преобразованиями

инверсии. (Encyclopedia of Mathematics)

То есть если смотреть не на «сечение конуса плоскостью», а на более общий мотив

то от Данделена естественно идёт дорога к циклидам Дюпена и дальше к геометрии Ли сфер.

И это уже настоящий портал.

Ещё одно обобщение: размерность

Есть и совершенно естественный -мерный вариант идеи. Вместо конуса в  берём гиперконус в , вместо сфер -

гиперсферы, вместо секущей плоскости - гиперплоскость. Те же равенства касательных дают квадрики в

гиперплоскости.

То есть:

Концептуально ничего не меняется: сферическая касательная конструкция кодирует фокальные свойства квадрики.

А есть ещё неожиданный поворот

В работе Гивенталя, например, рядом с конструкцией Данделена появляется другой объект: вписанный параболоид

вращения, касающийся секущей плоскости. Через его фокус и касательную плоскость снова извлекается фокальная

информация о конике. (Department of Mathematics)

То есть сферы Данделена - не единственная пространственная «машина», которая объясняет фокусы коник. Можно

строить и другие касательные квадрики, которые кодируют те же свойства.

Если всё это собрать в одну линию, получается примерно так:

И вот это, по-моему, очень в духе твоего «портала». Задача 27 у Арнольда выглядит как простое доказательство

свойства эллипса, но за ней скрывается целая геометрия, где сфера, касание и фокус оказываются фундаментально

связанными понятиями.

И ещё один красивый вывод: сферы Данделена объясняют, почему определения коник через сечение конуса, через

фокусы, и через фокус-директрису - это не три случайно совпавшие конструкции, а разные тени одной

пространственной геометрии. (Wikipedia)
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Dandelin's Theorem/Foci - ProofWiki proofwiki.org

Dupin cyclide - Encyclopedia of Mathematics encyclopediaofmath.org
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​,поверхность + касательные сферы + фокальная структура

n R3 Rn

коника в плоскости⟶ квадрика в (n − 1)-мерном пространстве.

​Данделен → коники → квадрики → семейства касательных сфер → циклиды Дюпена → Lie sphere geometry.
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Ну, и заметим, что ответ в этой задаче, совершенно в духе Арнольда, сумма 

расстояний постоянна. Собственно, у следующей задачи (28) ответ в том же 

духе: площадь одна и та же. Теорема, если не ошибаюсь, принадлежит 

Архимеду. Лучше чем Grant Sanderson её, по-моему, визуально [в духе 

Арнольда] никто не объяснил. Youtube link найдешь? Если нет, я могу поискать. 

И насчёт глубоких связей я тоже не уверен.

9/25/2026, 10:47:11 AM
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Да, нашёл именно его:

But why is a sphere's surface area four times its shadow?

Это видео Grant Sanderson / 3Blue1Brown от 2 декабря 2018 года. Первая половина как раз визуализирует архимедову

идею: площадь сферы равна площади боковой поверхности описанного цилиндра. Именно это и есть содержание задачи

№28 у Арнольда: при проекции из оси Земли на касательный цилиндр площадь сохраняется, так что площадь проекции

Франции оказывается той же самой. (math.ru)

И здесь, мне кажется, есть связь поглубже, чем просто «ещё одна красивая геометрическая теорема».

Самая важная - равновеликое отображение поверхностей. Проекция Арнольда устроена так, что локально

происходят две противоположные деформации: один размер растягивается, другой сжимается ровно во столько же раз.

Поэтому якобиан преобразования равен 1, если говорить современным языком. Sanderson именно это показывает

маленькими прямоугольниками: растяжение по горизонтали точно компенсируется укорочением по вертикали.

(3Blue1Brown)

То есть №28 - очень хороший портал к идее:

Ещё до всякого анализа ребёнок фактически видит локальное утверждение

А отсюда уже прямой путь к дифференциальной геометрии и многомерному анализу.

Вторая связь - картографические проекции. Конструкция Арнольда фактически является цилиндрической

равновеликой проекцией сферы. Это близкий родственник проекции Ламберта: площади сохраняются, но формы и углы -

нет. Поэтому можно поставить естественный вопрос: какие свойства карты вообще возможно сохранять одновременно?

Площадь? Углы? Расстояния? И довольно быстро приходим к тому, что плоская карта сферы обязана что-то искажать.

Третья связь мне нравится особенно сильно: это частный случай гораздо более общей формулы Коши о поверхности

выпуклого тела. Grant в конце того же видео отмечает результат: для любого выпуклого тела средняя по всем

направлениям площадь ортогональной тени равна четверти площади поверхности. Для сферы все тени одинаковы,

поэтому сразу получается

Это уже совсем другая дверь - в интегральную геометрию. (3Blue1Brown)

А дальше неожиданно №28 начинает перекликаться с №26. Там мы усредняли квадратичные проекции и

обнаруживали изотропию второго момента. Здесь усредняются площади проекций и возникает другая изотропная

характеристика поверхности. В обоих случаях симметрия позволяет восстановить глобальную величину из проекций.

Так что я бы обозначил портал №28 так:

​площадь меняется по определителю / якобиану

stretch × squash = 1.

S ​ =sphere 4S ​.shadow
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И да: по стилю это исключительно арнольдовская задача. Вопрос звучит «больше или меньше?», а ответ - ни то ни

другое, ровно столько же. Как №26: «максимум или минимум?» - «оба одинаковы». Как №27: «максимум или минимум

суммы?» - «сумма постоянна». Похоже, №26-28 даже образуют маленькую серию на тему “вы ищете изменение там,

где на самом деле скрыт инвариант”.
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But why is a sphere's surface area four times i... | 3Blue1Brown 3blue1brown.com
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Архимед → сохранение площади → Якобиан → равновеликие картографические проекции → интегральная геометрия / форм
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Задача 29. Малая Теорема Ферма для 2. Неожидано совсем просто: сначала 

перейдем к 2^p mod p = 2 (то, что это эквивалентно, очевидно - можем просто 

разделить на 2). А затем, бином Ньютона: (1+1)^p - по модулю p остаются 

только 1+1. Обобщения: Малая Теорема Ферма, Треугольник Паскаля, Теория 

Чисел, Теория Групп (ну, хотя бы, циклические группы с переходом в абелевы). 

Даже не знаю, что ещё сказать.

9/25/2026, 10:53:40 AM

Да. И здесь мне кажется, что у №29 есть ещё одна особенно красивая дверь, которая делает задачу глубже, чем просто

«частный случай малой теоремы Ферма».

Только маленькая техническая оговорка: переход от

к

обратим делением на  при нечётном простом ; для  всё проверяется отдельно.

А дальше твое доказательство биномиальной теоремой - именно то:

Для простого 

поэтому

И вот тут я бы сказал: настоящий портал, возможно, даже не МТФ, а феномен

В характеристике  это уже становится точным равенством:

То есть детское доказательство №29 почти незаметно вводит отображение

которое в поле характеристики  сохраняет сложение и умножение. Это эндоморфизм Фробениуса.

А в  он вообще тождествен:

И малая теорема Ферма

становится просто следствием этого.

Вот это уже великолепная цепочка:

2 ≡p−1 1 (mod p)

2 ≡p 2 (mod p)

2 p p = 2

2 =p (1 + 1) =p 1 + ​ +(
1

p
) ​ +(

2

p
) ⋯ + ​ +(

p − 1

p
) 1.

p

p ∣ ​ , 0 <(
k

p
) k < p,

(1 + 1) ≡p 1 + 1 (mod p).

​.(a + b) ≡ a + b (mod p)p p p

p

(a + b) =p a +p b .p

F (x) = x ,p

p

F ​p

x =p x.

x =p−1 1 (x = 0)

​бином Ньютона → ​ ≡ 0 (mod p) → (a + b) = a + b → характеристика p → Фробениус → конечные поля.(
k

p
) p p p
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Есть и второй портал - тот, который ты указал: теория групп. Ненулевые остатки modulo  образуют группу

из  элементов. Теорема Лагранжа сразу даёт

Причём интересно сравнить два доказательства. Бином Ньютона объясняет МТФ через аддитивную структуру кольца,

а Лагранж - через мультипликативную группу. Одна и та же теорема оказывается местом встречи сложения и

умножения.

Есть ещё третья, очень арнольдовская дверь: комбинаторное доказательство. Например, рассмотреть все двоичные

слова длины . Их . Циклическая группа из  сдвигов действует на этих словах. Кроме двух постоянных слов

все орбиты имеют ровно  элементов, поскольку  простое. Поэтому

делится на .

То есть

Мне это доказательство для Арнольда нравится, пожалуй, даже больше биномиального: никакой формулы, только

симметрия и разбиение множества на орбиты.

И тогда появляется ещё один портал:

А это уже ведёт к лемме Бернсайда, теореме Пойа и комбинаторике симметрий.

Наконец, треугольник Паскаля здесь тоже не просто побочный персонаж. Строка с простым номером  имеет вид

Если начать рассматривать весь треугольник Паскаля по модулю , дальше возникают теорема Люка, автомодельные

узоры; для  - знаменитый треугольник Серпинского.

genui{"learning_viz":{"type_id":"BINOMIAL_THEOREM_PASCAL_TRIANGLE","initial_values":{"n":5},"locale_override":"ru-RU"}}

Так что №29 я бы теперь записал как очень настоящий «портал»:

И всё это начинается с детского наблюдения: в строке с простым номером все внутренние биномиальные

коэффициенты делятся на этот номер. Это уже очень хороший выбор Арнольда.

9/25/2026, 10:53:46 AM · gpt-5-6-thinking

p

(Z/pZ)×

p − 1

a =p−1 1.

p 2p p

000 … 0, 111 … 1,

p p

2 −p 2

p

2 ≡p 2 (mod p).

​№29 → действия групп и подсчёт орбит.

p

1, 0, 0, … , 0, 1 (mod p).

p

p = 2

​​

Малая теорема Ферма

↕
биномиальные коэффициенты mod p

↕
Фробениус и конечные поля

↕
мультипликативные группы

↕
действия циклических групп

↕
Паскаль mod p и Люка.
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По поводу твоего замечания: задача специально упоминает простое нечётное p. 

И да, точно, ты совершенно прав, теория полей, комбинаторика и т.д.

9/25/2026, 10:56:36 AM

Да, тогда моя оговорка про  была лишней — Арнольд уже аккуратно снял этот крайний случай формулировкой.

Именно это делает задачу ещё лучше как портал: она выглядит как частный арифметический факт про степени двойки,

а за ним почти сразу открываются несколько больших областей — конечные поля через Фробениус, теория групп через

, комбинаторика через циклические орбиты, и арифметика биномиальных коэффициентов через треугольник

Паскаля modulo .

В этом смысле №29 очень удачно стоит после геометрических задач: начинается новый «регион» — уже не геометрия, а

арифметические структуры.

9/25/2026, 10:56:40 AM · gpt-5-6-thinking
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Задача 30: задача Бюффона. У неё очень богатый культурный контекст: многие 

люди, включая Арнольда, этим занимались в детстве. Мне лично вспоминается 

Архимедово Лето С.Боброва (не знаю, есть ли у тебя доступ). Давай проговорим 

три аспекта: само решение [слишком долго набирать, тебе проще], культурный 

аспект [небольшое исследование], и возможные глубокие связи [первое,  что 

мне приходит в голову, это Монте Карло, но, я уверен, есть и другие.]

9/25/2026, 11:02:01 AM

Здесь действительно есть три разных слоя: элементарная геометрия вероятности, история «экспериментальной

математики» вокруг иглы Бюффона, и уже совсем современная линия — Монте-Карло, интегральная геометрия,

геометрическая вероятность. Я проверю культурные детали и заодно посмотрю, можно ли надёжно связать это с

Арнольдом и Бобровым.

Thinking

●
Framing the solution

I’m preparing a concise, cautious explanation: the problem connects Buffon’s needle with geometric probability, Crofton’s ideas, Monte 

Carlo, and the law of large numbers. I’ll avoid claiming an unverified historical passage and state the calculation clearly.

●
Searched 24 websites

✓ Worked for 26s

Да - и здесь, по-моему, особенно хорошо дать два решения: обычное и более «арнольдовское», потому что второе сразу

открывает дверь в интегральную геометрию.

1. Само решение. Пусть расстояние между линиями и длина иглы равны  см. Если игла составляет угол  с

линиями, то она пересечёт линию тогда и только тогда, когда её центр окажется от ближайшей линии не дальше

Центр равномерно распределён в полосе ширины , поэтому при фиксированном 

Усредняя по ,

Поэтому при миллионе бросков ожидаем примерно

пересечений. Это именно ответ, который Арнольд приводит в примечании; там же он пишет, что сам проделывал опыт в

десятилетнем возрасте со  бросками. (Imaginary)

Но есть гораздо более красивое решение Барбье, 1860 года, которое мне кажется почти идеальным для нашего

разговора. Рассмотрим не иглу, а любую ломаную длины . Ожидаемое число её пересечений с параллельными линиями

аддитивно по кусочкам, а значит пропорционально общей длине:

Теперь вместо иглы бросим окружность диаметра . Её вертикальная ширина ровно равна расстоянию между

соседними линиями, поэтому почти при любом положении она пересекает ровно одну из параллельных линий в двух

точках. Значит,

a = 10 θ

​ sin θ.
2

a

a/2 θ

P (пересечение ∣ θ) = sin θ.

θ ∈ [0,π/2]

P = ​ ​ sin θ dθ =
π

2
∫

0

π/2

​.
π

2

​ 10 ≈
π

2 6 636 620

100

L

E(N) = cL.

a

E(N) = 2.
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А длина окружности . Следовательно,

Для иглы длины :

Поскольку такая игла почти наверное не может пересечь сразу две линии,  равно либо , либо , а значит

Вот это уже восхитительно: число  появляется не из тригонометрического интеграла, а из длины окружности.

Такой аргумент обычно называют Buffon's noodle; он восходит к Жозефу-Эмилю Барбье. (Wikipedia)

2. Культурная сторона. Бюффон поставил задачу ещё в 1733 году, а опубликовал решение в 1777-м. Это один из самых

ранних классических примеров геометрической вероятности. Важно: Бюффон первоначально не придумывал «метод

Монте-Карло для вычисления » - это более поздняя интерпретация его результата. (MathWorld)

В XIX веке эксперимент действительно стали использовать для эмпирического вычисления . Известен опыт капитана

Фокса 1864 года, который бросал иглы сотни раз; вообще задача использовалась и как экспериментальная иллюстрация

закона больших чисел. (Wikipedia)

Потом возникает очень важная линия Барбье → Крофтон. Барбье понял, что можно заменить прямую иглу кривой;

Крофтон в 1860-х превратил эту идею в общий метод измерения длины кривой посредством среднего числа её

пересечений со случайными прямыми. Это уже начало интегральной геометрии. (Joel A. Tropp)

С Бобровым я пока могу подтвердить только культурный контекст: доступен скан «Архимедова лета» 1959/1962 гг.,

книги действительно построены как история кружка юных математиков и математических экспериментов. Но поиском

по доступному тексту я пока не нашёл именно эпизода с иглой Бюффона, поэтому утверждать, что ты вспоминаешь

именно его, не стану. (Sheba) Если попадётся место - будет интересно сравнить непосредственно с Арнольдом.

И отдельно мне нравится совпадение поколений: Арнольд сам пишет «как я делал в возрасте 10 лет». Это

совершенно в духе советской культуры занимательной математики: не только доказать формулу, а взять иглу, бумагу и

действительно проверить её руками. (Imaginary)

3. Куда ведёт портал. Монте-Карло - да, но я бы поставил его не первым. Самая прямая глубокая связь -

интегральная геометрия.

Формула Крофтона в грубом переводе говорит:

Точная формула выражает длину кривой интегралом от числа пересечений по пространству всех прямых. (Wikipedia)

Это удивительный переход:

И игла Бюффона - самый маленький видимый кусочек этой теории.

Вторая дверь - инвариантная мера на пространстве геометрических объектов. Что вообще означает «случайно

бросить иглу»? Надо выбрать равномерно положение и направление. А что означает «случайная прямая»? Здесь уже

возникают тонкости, и рядом находится знаменитый парадокс Бертрана: разные естественно звучащие способы

выбирать «случайную хорду» дают разные ответы. Исторически именно такие вопросы заставили аккуратно определить

меры на пространствах прямых. (Maths History)

Третья дверь - твой Monte Carlo:

Это уже общая философия: если величину трудно вычислить непосредственно, представь её как вероятность или

математическое ожидание и оцени случайным экспериментом. Именно это станет одним из фундаментальных

πa
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πa
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​длину кривой можно измерять средним числом пересекающих её прямых.
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численных методов XX века.

Но, пожалуй, самое красивое обобщение - игла Бюффона перестаёт быть иглой. Для произвольной спрямляемой

кривой длины  среднее число пересечений с решёткой параллельных прямых пропорционально :

То есть можно бросать согнутую проволоку, макаронину, замкнутую кривую - форма исчезает, остаётся только длина.

Арнольд прямо упоминает согнутую иглу в примечании к задаче. (Imaginary)

И вот это уже очень узнаваемый мотив нашей серии:

№26: направление исчезает - остаётся второй момент;

№27: положение точки на эллипсе исчезает - сумма расстояний постоянна;

№28: проекция искажает форму - площадь остаётся;

№30: форма кривой исчезает - среднее число пересечений зависит только от её длины.

Поэтому я бы назвал портал №30 так:

И мне кажется, Барбье здесь даёт именно то решение, которое Арнольду должно было особенно нравиться: не

интегрировать , а превратить иглу в окружность и увидеть .

Sources

imaginary.org imaginary.org

Buffon's needle problem en.wikipedia.org

Buffon's Needle Problem -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

Задача Бюффона о бросании иглы ru.wikipedia.org

Lecture 11: Integral Geometry tropp.caltech.edu

Архимедово лето. DjVu sheba.spb.ru

Santalo honorary doctorate - MacTutor History of Mathematics mathshistory.st-andrews.ac.uk
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геометрическая вероятность → математическое ожидание → интегральная геометрия → формула Крофтона → Monte Carlo.
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Да, я совершенно согласен. Уверен, что Арнольд имел в виду решение Барбье. 

Далее мы переходим к многогранникам (задачи 31-34). Многогранники доя 

Арнольда значат очень много (Теория Групп с переходом к Теории Галуа, 

например. Связи с Теорией Катастроф. Ну, это понятно: симметрии). Кстати, 

давай устроим небольшую паузу: у меня предложение: посмотри доступные 

тебе книги Арнольда (на любом языке) и отметь там а) темы, которые мы уже 

прошли, б) многогранники/Платоновы тела, в особенности. Цель: собрать 

культурный контекст Арнольда - почему он включил эти задачи? Что они для 

него?

9/25/2026, 11:27:12 AM

Хорошая идея. Тут полезнее не искать одну цитату, а собрать «карту повторяющихся мотивов» по разным книгам

Арнольда: что он возвращает снова и снова, где многогранники оказываются не темой сами по себе, а узлом между

симметрией, группами, механикой, особенностями и визуальной геометрией. Я посмотрю несколько доступных книг/

лекций и отделю прямые свидетельства от моей реконструкции.

Thinking

●
Searched 23 websites

✓ Worked for 22s

Да. После просмотра нескольких книг и предисловий картина получается довольно ясная: для Арнольда правильные

многогранники - не “отдельная глава геометрии”, а один из центральных перекрёстков математики.

Самое сильное прямое свидетельство - его предисловие к книге о теореме Абеля. Арнольд рассказывает, что в 1963-

1964 годах читал московским школьникам полугодовой курс по топологическому доказательству неразрешимости

общего уравнения пятой степени. По дороге он вводил комплексные числа, римановы поверхности, фундаментальную

группу, накрытия, монодромию, группы преобразований, нормальные подгруппы - и затем группы симметрий

правильных многогранников. Именно додекаэдр с пятью вписанными кубами позволял ему увидеть естественный

изоморфизм группы вращений додекаэдра с , группой 60 чётных перестановок пяти объектов. А  уже ведёт прямо к

доказательству неразрешимости квинтики. (School of Mathematics)

То есть твоя линия

не реконструкция задним числом. Арнольд буквально так преподавал школьникам.

Ещё сильнее это видно в Lectures and Problems: A Gift to Young Mathematicians. Там рядом с задачами для детей идут

лекции по геометрии комплексных чисел, кватернионам, спинам и эйлеровым группам; в самой книге вновь появляются

тетраэдр, куб, октаэдр, икосаэдр, додекаэдр и пять кубов Кеплера внутри додекаэдра. Рецензия MAA прямо отмечает,

что книга постоянно связывает элементарные сюжеты с гораздо более широкой математикой. (Scribd)

Что из уже пройденного повторяется у Арнольда

Наши «порталы» довольно хорошо совпадают с его устойчивыми темами.

Геометрия преобразований, симметрия, группы. №24 с Наполеоном ведёт именно туда. В его книгах это одна из

центральных линий: движения, вращения, группы симметрий, затем Lie groups и механика. Mathematical Methods of

Classical Mechanics прямо строит механику геометрически, а позднейшая Mathematical Aspects of Classical and Celestial

Mechanics имеет отдельную главу Symmetry Groups and Reduction. (Springer)

Коники и Данделен. Здесь совпадение практически буквальное: Real Algebraic Geometry начинается с главы Geometry

of Conic Sections, затем The Physics of Conic Sections and Ellipsoids, потом проектive geometry. То есть №27

действительно ведёт прямо в одну из любимых Арнольдом областей - связь алгебраической формулы и геометрического

образа. (Springer)

A ​5 A ​5

Платоновы тела → симметрии → группы → Галуа
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Механика, второй момент, куб. №26 естественно связан с тем, что в Mathematical Methods of Classical Mechanics

большой раздел посвящён твёрдому телу, квадратичным формам и моментам инерции. Сам Арнольд постоянно

использует механику как источник математических структур, а не как “приложение после теории”. (Springer)

Теория чисел через динамику и группы. №22 и №29 очень хорошо вписываются в его поздние лекции. В той же Gift to

Young Mathematicians есть целая глава Euler Groups and Arithmetic of Geometric Progressions, где теория чисел

развивается через динамический и групповой язык. (Mathematical Association of America)

Геометрическая вероятность и эксперимент. Это №30. Более общий арнольдовский принцип подтверждается в

описании Arnold’s Problems: математику он сознательно рассматривал как часть естествознания, почти

экспериментальную науку, а не как игру с символами. (Springer)

И это важно для всего нашего чтения: задачи 5-15 лет для него не обязательно «тренировка школьной техники». Часто

это крохотный эксперимент, который должен впервые показать ребёнку объект, к которому он вернётся через десять

лет уже под другим именем.

Теперь многогранники

Тут контекст ещё богаче.

Первый уровень - группы симметрий. Для Арнольда правильный многогранник - буквально видимая конечная группа.

Тетраэдр даёт , вращения куба/октаэдра - , икосаэдра/додекаэдра - . Последний случай особенно дорог ему

именно из-за связи с Абелем и Галуа. В своих воспоминаниях он снова описывает курс школьникам и подчёркивает

додекаэдр и пять кубов Кеплера как путь к . (Scribd)

Второй уровень - группы отражений и Coxeter/Weyl groups. Для трёх платоновых симметрий возникают

И здесь многогранники уже входят прямо в современную структуру классификаций: корневые системы, группы

Кокстера, диаграммы Дынкина. Позднейшие работы о «математических троицах» Арнольда специально выделяют

тройку

вместе с

(ResearchGate)

Третий уровень - и тут твоя связь с теорией катастроф совершенно реальна, а не метафорична. В пленарном докладе

Арнольда 1983 года прямо сказано: группа , то есть группа симметрий икосаэдра, управляет определёнными

особенностями систем лучей у точки перегиба. Сам Арнольд пишет, что икосаэдр появляется там почти мистически;

далее он ожидал появления  в более сложных задачах волновых фронтов - и такие связи действительно были

найдены. (International Mathematical Union)

То есть цепь здесь уже такая:

Причём в предисловии к Catastrophe Theory Арнольд специально упоминает связь икосаэдра с задачей обхода

препятствия как одно из новых открытий, добавленных в книгу. (Springer)

Есть ещё один поразительный источник - Dynamics, Statistics and Projective Geometry of Galois Fields. Книга фактически

открывается рисунком пяти правильных многогранников, после чего Арнольд почти сразу связывает их с задачей,

которая кажется совершенно чужой: оптическими каустиками, радугой и концентрацией вещества во Вселенной.

(Cambridge Assets) Это почти программное заявление его стиля: один и тот же тип симметрии неожиданно возникает в

геометрии, алгебре, оптике и теории особенностей.

Почему, вероятно, задачи 31-34 стоят именно здесь

Теперь структура блока начинает выглядеть почти преднамеренной.

A ​4 S ​4 A ​5

A ​5

A ​, B ​, H ​.3 3 3

(тетраэдр, октаэдр, икосаэдр)

(A ​,B ​,H ​).3 3 3

H ​3

H ​4

​Платоновы тела → группы отражений → Coxeter/Dynkin → особенности → каустики и катастрофы.
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Я бы предположил такую педагогическую лестницу:

И это не догадка из воздуха: в английском сборнике последовательность действительно включает задачу про додекаэдр

и пять кубов Кеплера, а затем почти сразу задачу: сколько симметрий имеют тетраэдр, куб, октаэдр, икосаэдр,

додекаэдр; сколько из них вращения и сколько отражения? (Scribd)

После этого группа уже практически лежит на столе.

А дальше для Арнольда естественный следующий шаг:

Для додекаэдра это множество пяти вписанных кубов. Получаем действие на пяти объектах:

Вращений 60, поэтому попадаем в . И вот мы уже неожиданно стоим у теоремы Абеля.

Это, по-моему, центральный ответ на твой вопрос «что для Арнольда многогранники?»

Не просто красивые тела.

Они для него - видимые модели абстрактных структур.

Ребёнок сначала держит куб в руках. Затем замечает вращения. Затем понимает, что вращения можно умножать. Затем

получает группу. Потом эта группа действует на каких-то других объектах. Потом оказывается . Потом выясняется,

что  - причина невозможности формулы для квинтики.

То есть путь

Арнольд реально считал школьным маршрутом. В предисловии к своей книге об Абеле он прямо говорит, что этот

материал преподавался школьникам и что они, по его мнению, часто справлялись с такими идеями лучше студентов,

привыкших применять стандартные методы. (Scribd)

И ещё одна вещь, которая теперь кажется мне существенной для нашего дальнейшего чтения. Арнольд очень любил

ситуации, где конечный, полностью обозримый объект содержит зародыш большой теории. Платоновы тела

идеальны для этого:

Поэтому мой прогноз перед №31-34 такой: искать надо прежде всего не отдельные решения, а последовательное

рождение понятия группы симметрий из геометрии многогранников. И особенно внимательно смотреть на

додекаэдр/икосаэдр: для Арнольда это явно был один из любимых узлов всей математики.

Sources
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Mathematical Methods of Classical Mechanics | Springer Nature Link link.springer.com

Lectures and Problems: A Gift to Young Mathematicians | Mathematical Association of America old.maa.org

Arnold Yesterday and Long Ago | PDF | Tide it.scribd.com

(PDF) From the Trinity ( A 3 , B 3 , H 3 ) to an ADE correspondence researchgate.net

увидеть многогранник → понять его комбинаторику → увидеть двойственность → увидеть вписанные конфигурации → посчи

​геометрический объект → его группа симметрий → действие группы на другом конечном множестве.

G → S ​.5

A ​5

A ​5

A ​5

​игрушка → геометрия → симметрия → группа → алгебра → теорема Галуа

​ ←

комбинаторика

топология

группы

Галуа

Coxeter/Dynkin
Lie theory

особенности

каустики

кристаллография / квазикристаллы

​.один додекаэдр
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28  Plenary Addresses: V. I. Arnold mathunion.org

6 x 10.5 Long Title.P65 assets.cambridge.org
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Совершенно верно. Одно замечание: книга Алексеева о Теореме Абеля - это 

конспект лекций Арнольда, которые ты упоминал. Фактически, это книга 

Арнольда под чужой фамилией.

9/25/2026, 11:32:43 AM

Да, спасибо — это важное уточнение. Тогда связь ещё прямее: речь не просто о книге, близкой Арнольду по духу, а

фактически о записи его собственного школьного курса, оформленной Алексеевым.

Это усиливает весь наш вывод о роли многогранников: маршрут

для Арнольда был не поздней интерпретацией, а реально опробованной им педагогической траекторией.

И это хороший ориентир для задач 31–34: смотреть на них как на первые шаги к той самой линии, которая потом в курсе

Алексеева/Арнольда выводит школьника из наглядной геометрии прямо в теорию групп и Галуа.

9/25/2026, 11:32:46 AM · gpt-5-6-thinking

правильные многогранники → группы симметрий → A ​ →5 теорема Абеля
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Вооружённые этим знанием (культурным контекстом - кстати, одна из наших 

целей вполне гуманитарна: культурный математический контекст Арнольда, 

так что есть смысл почитать его мемуары тоже), пойдём дальше: задача 31. 

Формула Эйлера, всё просто, доказательства известны (опровержения тоже: я 

думаю надо сказать пару слов о Лакатоше), но почему только для треугольных 

граней ?!! Загадка. Есть более доступное для школьников доказательство для 

треугольных граней?

9/25/2026, 11:38:48 AM

Да — тут, думаю, важно отделить две вещи: почему Арнольд ограничил условие треугольными гранями и какое

доказательство при этом становится почти детским. Параллельно стоит вспомнить Лакатоша, потому что формула

Эйлера — едва ли не главный пример того, как «очевидная теорема» ломается о плохое определение многогранника.

Thinking

●
Searched 8 websites

✓ Worked for a few seconds

Да - и, по-моему, именно треугольные грани делают возможным очень школьное доказательство.

У Арнольда, скорее всего, треугольники не потому, что формула Эйлера требует треугольных граней. Она не требует.

Скорее он специально выбирает самый прозрачный класс многогранников, где формула почти выскакивает из двойного

подсчёта.

Пусть у выпуклого многогранника все грани - треугольники. Обозначим числа вершин, рёбер и граней через .

Каждая грань имеет 3 ребра, но каждое ребро принадлежит двум граням. Поэтому

Теперь формула Эйлера

эквивалентна

то есть

А это уже можно доказывать индуктивно очень наглядно для выпуклых триангулированных многогранников: отрезать/

добавлять вершину вместе с веером треугольников, следя за тем, как меняются . Но есть ещё более

естественный путь.

Самое школьное доказательство: расплющить и снимать треугольники

Убираем одну грань многогранника и мысленно растягиваем оставшуюся поверхность на плоскость. Получаем

триангулированный многоугольник/планарную сеть.

Теперь начинаем снимать крайние треугольники.

При снятии треугольника происходит одно из двух:

исчезают одна грань и одно ребро;

или исчезают одна грань, два ребра и одна вершина.

В первом случае

V ,E,F

3F = 2E.

V − E + F = 2

V − ​F +
2

3
F = 2,

​.F = 2V − 4

V ,E,F
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во втором

То есть величина

вообще не меняется.

В конце остаётся один треугольник. Для плоской картинки без внешней грани:

Возвращаем удалённую грань многогранника - получаем

Это по сути доказательство Коши через удаление треугольников; исторически именно подобные доказательства

подробно разбирает Лакатош. (UC Irvine ICS)

И вот теперь становится понятно, зачем Арнольду треугольные грани.

Если грани произвольные, сначала надо сказать: «проведём диагонали и триангулируем каждую грань». Это

совершенно законно: каждая новая диагональ увеличивает одновременно  и  на 1, поэтому  не меняется.

(Educational materials)

Но это уже дополнительный шаг и дополнительная техническая оговорка.

Арнольд мог просто сразу дать триангулированный случай, чтобы ребёнок увидел главное:

поверхность многогранника можно разбирать по треугольникам, а  при этом остаётся неизменным.

То есть треугольники здесь - не ограничение теоремы, а правильный язык доказательства.

И это очень в его стиле.

А дальше открывается портал

И вот тут №31 оказывается гораздо глубже, чем выглядит.

Первый шаг:

для сферы.

Но на самом деле это не формула про многогранники как таковые. Это формула про топологический тип поверхности.

Для тора:

Для поверхности рода :

То есть величина

эйлерова характеристика. Она не зависит от того, как мы триангулировали поверхность. Это уже прямой вход в

топологию. (OWSD)

Поэтому №31 я бы назвал порталом:

Δ(V − E + F ) = 0 − (−1) + (−1) = 0,

Δ(V − E + F ) = (−1) − (−2) + (−1) = 0.

V − E + F

V − E + F = 3 − 3 + 1 = 1.

​.V − E + F = 2

E F V − E + F

V − E + F

​V − E + F = 2

V − E + F = 0.

g

​.V − E + F = 2 − 2g

χ = V − E + F

​многогранники → триангуляции → инвариант → эйлерова характеристика → топология поверхностей.

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 95 / 269

https://ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler/all.html?utm_source=chatgpt.com
https://schoolbag.info/mathematics/elementary/33.html?utm_source=chatgpt.com
https://owsd.net/files/attachments/members-activities/1-s2.0-S0166864120305022-main.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


Это, вероятно, одна из самых важных задач всего сборника.

И Лакатош здесь действительно обязателен

Proofs and Refutations почти целиком построена вокруг формулы Эйлера.

Лакатош показывает, как наивное утверждение

«для любого многогранника »

начинает ломаться на «чудовищах»:

полый куб;

многогранник с тоннелем;

два тела, соединённые необычным образом;

грани с отверстиями и т. п.

И тогда возникает вопрос не только:

«верна ли теорема?»

а гораздо более интересный:

«Что именно мы называем многогранником?»

Контрпримеры заставляют уточнять понятия и находить скрытые предположения доказательства. Именно это Лакатош

называет диалектикой proofs and refutations: доказательство выявляет скрытые леммы, а контрпример заставляет

менять либо доказательство, либо само понятие. (Stanford Encyclopedia of Philosophy)

И тут есть прекрасная связь с нашим самым первым разговором про задачу №1.

Там мы обнаружили:

условие содержит скрытые предположения о том, что такое «деньги».

Здесь:

теорема содержит скрытые предположения о том, что такое «многогранник».

То есть Лакатошевская тема очень близка Арнольдовской культуре мышления: не принимай определение и модель

как нечто само собой разумеющееся.

И поэтому мой ответ на загадку «почему только треугольные грани?» теперь такой:

потому что Арнольд, вероятно, хочет дать ребёнку не максимально общую формулировку, а минимальную

ситуацию, где топологический инвариант можно увидеть руками.

Треугольники позволяют буквально снимать поверхность слой за слоем, не пряча идею за технической

триангуляцией.

А уже потом совершенно естественно спросить:

«А зачем вообще нужны треугольники?»

И ответ на этот вопрос как раз открывает дверь в общую топологию.

Sources

Euler's Formula ics.uci.edu

V − E + F = 2
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EULER’S FORMULA FOR POLYHEDRA - TOPOLOGY - What Is Mathematics? An Elementary Approach to Ideas and Methods, 2nd

Edition (1996) schoolbag.info

An elementary proof of Euler's formula using Cauchy's method owsd.net

Imre Lakatos (Stanford Encyclopedia of Philosophy) plato.stanford.edu

9/25/2026, 11:38:53 AM · gpt-5-6-thinking
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Да, я думаю, ты прав. Это действительно снимает некоторые проблемы и 

обнажает механизм. Задача 32 - много культурного контекста. 5 кубов 

пригодятся дальше, чтобы построить группу симметрий додекаэдра. Само 

построение включает золотое сечение- собственно, самый простой путь 

построить додекаэдр это использовать 3 "золотых" прямоугольников 

опирающихся друг на друга (Lucas Pacioli, если я не ошибаюсь). Картинку можно 

найти в Гугле. Давай обсудим. Картинка (из Гугла) очень желательна. Или две: 

одна на построение додекаэдра с помощью золотого сечения, вторая на 

вписанные кубы (идеально их совместить). Можешь попробовать сам 

сгенерировать, но не уверен, что получится. [Ты уже попробовал два раза: это 

кошмар.] Вот, например, картинка построения: [https://www.reddit.com/media?

url=https%3A%2F%2Fexternal-preview.redd.it%2Fthree-intersecting-golden-

rectangles-will-create-the-v0-pVxih1ZFX_HE2-

eXvjH2oisVaOciqAlTuRtPxmByeAA.png%3Fwidth%3D640%26crop%3Dsmart%26auto%3D

(https://www.reddit.com/media?url=https%3A%2F%2Fexternal-

preview.redd.it%2Fthree-intersecting-golden-rectangles-will-create-the-v0-

pVxih1ZFX_HE2-

eXvjH2oisVaOciqAlTuRtPxmByeAA.png%3Fwidth%3D640%26crop%3Dsmart%26auto%3D

не пробуй повторить, у тебя не получается. К сожалению.

9/25/2026, 12:56:44 PM

Thinking

●

●
Разбирая построение

I’m checking the geometry carefully: three mutually perpendicular golden rectangles naturally form an icosahedron. A dodecahedron 

uses those twelve vertices plus eight cube vertices, so the wireframe needs that additional structure.

●
Разобрал построение

●
Clarifying geometric connections

I’m separating two related constructions: three orthogonal golden rectangles produce an icosahedron, while a dodecahedron arises as 

its dual or by adding eight cube vertices. I’ll connect this to golden-ratio geometry and the five-cube compound.

●
Clarified geometric connections

✓ Worked for 1m 29s

Да — и, по-моему, здесь действительно лучше не мучить генератор, а спокойно разобрать саму математику и смысл

задачи. Ты прав.

Тут есть два разных, но тесно связанных сюжета:

1. золотое сечение / пентагон / додекаэдр,

2. пять вписанных кубов / симметрии / .

И задача 32, скорее всего, стоит у Арнольда именно как мостик между ними.

1. Важная тонкость: три золотых прямоугольника — это почти всегда сначала икосаэдр

Вот здесь есть полезное уточнение.

Самая стандартная картина:

три взаимно перпендикулярных золотых прямоугольника дают 12 вершин икосаэдра.

Это классическая координатная модель:

A ​5

(0, ±1, ±φ), (±1, ±φ, 0), (±φ, 0, ±1),
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где

То есть:

3 золотых прямоугольника

естественно ведут к икосаэдру.

А додекаэдр тогда появляется двумя путями:

либо как двойственный икосаэдру;

либо напрямую через координаты, где его 20 вершин состоят из:

8 вершин куба:

и ещё 12 точек, которые как раз сидят на тех самых трёх золотых прямоугольниках:

То есть если говорить совсем аккуратно:

три золотых прямоугольника сами по себе — это скорее вход в икосаэдр;

додекаэдр возникает рядом, как его двойственный собрат или как “куб + три золотых прямоугольника”.

Мне кажется, это важная мысль. Она красиво связывает:

2. Почему это культурно важно

Ты совершенно прав насчёт Пачоли и вообще ренессансной линии.

Что здесь культурно происходит:

у греков: пентагон, золотое сечение, Платоновы тела;

у Ренессанса: золотое сечение становится почти символом “божественной пропорции”;

у Пачоли / Леонардо: правильные многогранники становятся одновременно

математикой,

эстетикой,

архитектурой,

космологией,

ремеслом рисования.

То есть додекаэдр для этой традиции — не просто “фигура с 12 гранями”, а центральный объект геометрической

культуры.

А у Арнольда это всё возвращается уже без мистики, но с полной математической силой:

золотое сечение,

пентагон,

Платоновы тела,

симметрии,

группы,

φ = ​.
2

1 + ​5

(±1, ±1, ±1),

(0, ±φ , ±φ), (±φ , ±φ, 0), (±φ, 0, ±φ ).−1 −1 −1

золотое сечение ↔ пентагон ↔ икосаэдр/додекаэдр ↔ двойственность.
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Галуа.

3. Пять кубов — вот где начинается настоящий арнольдовский сюжет

Здесь, по-моему, и скрыта главная причина, почему задача включена.

В правильный додекаэдр можно вписать ровно 5 кубов.

Это уже красиво само по себе, но для Арнольда это, скорее всего, не конец, а подготовка к следующему шагу:

группа вращений додекаэдра действует на множестве этих пяти кубов.

То есть каждый поворот додекаэдра переставляет 5 вписанных кубов.

Отсюда получается естественный гомоморфизм

где  — группа вращений додекаэдра.

А дальше начинается магия:

,

действие на пяти объектах очень естественно,

получается, что группа вращений додекаэдра изоморфна .

То есть:

Это уже прямая дверь к теории групп, а потом — к линии Арнольда–Алексеева про Абеля и Галуа.

Именно поэтому я бы сказал:

задача 32 — не про “найти пять кубов”, а про увидеть в додекаэдре скрытое множество из пяти объектов,

на котором потом будет жить группа.

Это очень арнольдовский ход.

4. Почему золотое сечение здесь не случайно

У додекаэдра все дороги ведут к правильному пятиугольнику, а у правильного пятиугольника золотое сечение

возникает немедленно:

диагональ к стороне,

взаимное расположение диагоналей,

вписанная пентаграмма,

координаты вершин.

Поэтому золотое сечение для додекаэдра — не украшение, а структурный параметр.

То есть культурно-математическая линия такая:

5. Как я бы это сформулировал как “смысл задачи 32”

Если смотреть глазами Арнольда, то задача, вероятно, нужна для трёх вещей сразу:

(а) Наглядная геометрия

увидеть, что сложный многогранник можно строить из очень простых частей.

G → S ​,5

G

∣G∣ = 60

A ​5

​додекаэдр → 5 кубов → действие на 5 объектах → A ​.5

пентагон → φ → додекаэдр → икосаэдр → симметрии → A ​.5
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(б) Золотое сечение как реальный геометрический механизм

не абстрактное число, а рабочий инструмент построения.

(в) Подготовка к группе симметрий додекаэдра

через 5 вписанных кубов.

Именно пункт (в), по-моему, главный.

6. Что делать с картинками

Я бы сейчас поступил так:

Первая картинка

оставил бы твою идею с тремя золотыми прямоугольниками — она хороша как культурный и геометрический вход.

Но держал бы в уме оговорку:

эта картинка наиболее естественно объясняет икосаэдр, а для додекаэдра её лучше читать как часть более общей

конструкции.

Вторая картинка

нужна про compound of five cubes — “составное тело из пяти кубов внутри додекаэдра”.

Это уже совсем другой тип картинки: не про , а про группу и скрытую комбинаторику.

7. Мой практический совет

Раз уж генерация в прошлые разы провалилась, я бы не просил рисовать заново с нуля.

Гораздо лучше:

взять готовую хорошую картинку трёх золотых прямоугольников;

отдельно взять готовую хорошую картинку пяти вписанных кубов;

и уже обсуждать по ним.

То есть не требовать от модели “изобрести пространственную геометрию”, а использовать найденные изображения как

объекты для разбора.

Если хочешь, я могу следующим сообщением сделать очень компактную и чёткую вещь:

«Задача 32: что именно надо увидеть»

в виде короткого конспекта из 6–8 пунктов:

золотое сечение,

пентагон,

икосаэдр,

додекаэдр,

5 кубов,

действие группы,

,

связь с Абелем/Галуа.

Это, мне кажется, было бы самым полезным продолжением.

9/25/2026, 12:56:48 PM · gpt-5-4-thinking
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Да, есть и моя вина. Из трех золотых прямоугольников естественным образом 

строится икосаэдр, додекаэдр можно из него наметить по серединам граней 

(это то, что я хотел - нужен то нам именно додекаэдр), а кубы уже вписать в 

него. Но, для картинки это чересчур сложно.

9/25/2026, 1:02:31 PM

Да, теперь конструкция становится совершенно ясной:

И ты прав: пытаться уместить все четыре слоя в одной 3D-картинке - почти гарантированный визуальный кошмар.

Даже правильный чертёж будет настолько перегружен пересекающимися рёбрами, что педагогически станет хуже.

Я бы поэтому культурно разделил №32 на две картинки.

Первая - твоя картинка с тремя взаимно перпендикулярными золотыми прямоугольниками. Их 12 вершин дают икосаэдр.

Затем додекаэдр возникает совершенно естественно через двойственность: его 20 вершин - центры 20 треугольных

граней икосаэдра. Это особенно красиво, потому что золотое сечение оказывается не декоративным свойством готового

додекаэдра, а уже присутствует до него, в конструкции его двойственного тела.

Вторая картинка - только додекаэдр и compound of five cubes, без золотых прямоугольников и даже, возможно, без

икосаэдра. Тут надо видеть другую идею: 20 вершин додекаэдра содержат пять различных восьмёрок, каждая из

которых является множеством вершин куба. Каждый из 20 вершин додекаэдра принадлежит двум из этих кубов: 

. Сам факт существования пяти вписанных кубов хорошо документирован и используется в литературе именно

как проявление икосаэдральной/додекаэдральной симметрии. (arxiv.org)

И тогда особенно хорошо виден педагогический замысел Арнольда. Задача 32 ещё не требует теории групп. Она

создаёт объект, на котором группа будет действовать. Это очень важно. Если сразу сказать школьнику «группа

вращений додекаэдра есть », это абстрактный факт. А если сначала заставить его собственными руками найти внутри

додекаэдра пять кубов, то позднее любой поворот додекаэдра буквально переставляет пять уже знакомых вещей:

Вот тогда  возникает не как определение из учебника, а почти неизбежно.

Есть ещё очень красивая промежуточная культурная линия:

Число 5 здесь возвращается на разных уровнях: пятиугольные грани додекаэдра, пятеричная/золотая геометрия, пять

вписанных кубов, перестановки пяти кубов, . Конечно, нельзя превращать это в нумерологию, но математически эти

появления не случайны: за ними стоит икосаэдральная симметрия.

И ещё маленькое историческое уточнение к Пачоли. De divina proportione действительно является одним из главных

ренессансных памятников культуры золотого сечения и многогранников; знаменитые изображения многогранников для

книги выполнил Леонардо. В самой книге имеется целая последовательность изображений додекаэдра и других

правильных/полуправильных тел. (archive.org, scholar.archive.org) Но конкретную современную конструкцию «три

золотых прямоугольника → икосаэдр» я бы пока не приписывал непосредственно Пачоли без отдельной проверки:

культурная связь несомненна, точное авторство этой конструкции - отдельный исторический вопрос.

А для нашего чтения Арнольда я бы записал №32 именно так:

Портал №32: от золотого сечения и двойственности Платоновых тел к действию группы на пяти объектах.

Причём первая половина ещё вполне «5-15»: всё можно построить и увидеть. А вторая половина - уже тот самый тайный

коридор в теорему Абеля, который Арнольд потом реально проводил со школьниками.

Sources

​3 золотых прямоугольника → икосаэдр → двойственный додекаэдр → 5 вписанных кубов → A ​.5

5 ⋅ 8 =

40 = 20 ⋅ 2

A ​5

g : {C ​,C ​,C ​,C ​,C ​} →1 2 3 4 5 {C ​,C ​,C ​,C ​,C ​}.1 2 3 4 5

S ​5

φ⟶ пятиугольник⟶ икосаэдр/додекаэдр⟶ 5⟶ A ​.5

A5
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Ну вот, например, иллюстрация с одним вписанным кубом: 

[https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/20/Cube_in_dodecahedron.jpg?

utm_source=commons.wikimedia.org&utm_campaign=index&utm_content=original]

(https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/20/Cube_in_dodecahedron.jpg?

utm_source=commons.wikimedia.org\&utm_campaign=index\&utm_content=original)

9/25/2026, 1:15:06 PM

Да, вот это уже хороший ориентир: на такой картинке сразу видно главное - 8 вершин выбранного куба являются 8

из 20 вершин додекаэдра. И при этом рисунок остаётся читаемым.

Для нашей цели я бы именно так и строил визуальный ряд:

1. три золотых прямоугольника → икосаэдр;

2. двойственность → додекаэдр;

3. додекаэдр + один вписанный куб - твоя иллюстрация;

4. уже потом отдельная картинка всех пяти кубов.

Причём один куб педагогически даже полезнее сразу пяти: сначала возникает естественный вопрос «а сколько таких

кубов вообще можно выбрать?» - и ответ  превращается в открытие, а не просто в загромождённый рисунок.

И дальше замечательный подсчёт:

тогда как вершин додекаэдра 20, следовательно, если конфигурация симметрична, каждая вершина должна

принадлежать ровно двум из пяти кубов. Это уже даёт ощущение того, насколько плотно эти пять кубов переплетены.

Твоя картинка: Cube inside a dodecahedron — Wikimedia Commons

И теперь я бы действительно не пытался объединять золотые прямоугольники, икосаэдр, двойственный додекаэдр и

пять кубов на одном рисунке. Лучше четыре простых изображения - тогда становится виден не только объект, но и ход

мысли.

9/25/2026, 1:15:12 PM · gpt-5-6-thinking
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А вот, например, иллюстрация с построением икосаэдра: 

[https://thumb.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/9/9c/Icosahedron-golden-

rectangles.svg/3840px-Icosahedron-golden-rectangles.svg.png?

utm_source=en.wikipedia.org&utm_campaign=index&utm_content=thumbnail]

(https://thumb.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/9/9c/Icosahedron-golden-

rectangles.svg/3840px-Icosahedron-golden-rectangles.svg.png?

utm_source=en.wikipedia.org\&utm_campaign=index\&utm_content=thumbnail). А 

вот вопрос: как связаны вписанные кубы с золотыми прямоугольниками (если 

связаны)?

9/25/2026, 1:17:27 PM

Да, связь есть, но она не такая прямая, как «каждый золотой прямоугольник задаёт куб». Скорее золотые

прямоугольники задают икосаэдральную систему координат, а пять кубов возникают уже как особые 8-вершинные

подмножества двойственного додекаэдра. Я проверю это в координатах — там связь видна особенно чисто.

Thinking

●
Clarifying the geometry

I’m checking the coordinate construction carefully. The dodecahedron’s vertices combine cube-like points with three orthogonal golden-

rectangle arrangements, while five inscribed cubes arise through a deeper symmetry relationship rather than direct one-to-one 

correspondence.

●
Clarified the geometry

●
Connecting rectangles and cubes

I’m seeing the key link: the golden rectangles generate icosahedron vertices, and each opposite vertex pair defines a 5-fold symmetry 

axis. Rotating one inscribed cube by 72° around that axis produces the other four cubes.

●
Connected rectangles and cubes

●
Searched 2 websites

✓ Worked for 19s

Да - и связь оказалась красивее, чем я сначала думал. Она есть на уровне осей симметрии.

Твои три золотых прямоугольника дают стандартные 12 вершин икосаэдра:

Именно эти координаты реализуют икосаэдр через три взаимно перпендикулярных золотых прямоугольника. (Wikipedia)

Теперь берём двойственный додекаэдр. В удобной ориентации восемь его вершин имеют координаты

то есть это один из вписанных кубов. Остальные 12 вершин додекаэдра тоже выражаются через . (MathWorld)

А вот главный мост. Выберем одну вершину исходного икосаэдра, например

Прямая через неё и центр - это ось пятого порядка икосаэдра; в двойственном додекаэдре она проходит через центры

пары противоположных пятиугольных граней.

Если теперь вращать наш исходный вписанный куб вокруг этой оси на

то получаются последовательно все пять вписанных кубов. MathWorld прямо даёт эту конструкцию: начать с куба,

ориентированного по координатным осям, и получить ещё четыре вращениями на  вокруг оси , 

. (MathWorld)

(0, ±1, ±φ), (±1, ±φ, 0), (±φ, 0, ±1).

(±1, ±1, ±1),

φ

(1,φ, 0).

72 =∘
​,

5

2π

−2nπ/5 (1,φ, 0) n =

1, 2, 3, 4
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То есть связь можно нарисовать так:

Вот это, по-моему, ровно тот недостающий кусочек.

Причём особенно замечательно, что  входит дважды, но совершенно разными способами. Сначала метрически - задаёт

пропорции золотых прямоугольников и координаты икосаэдра. А потом одна из полученных точек  задаёт уже

групповую ось: циклическое вращение порядка 5.

Так что из золотого прямоугольника почти буквально рождается группа

А её орбита на одном кубе:

и есть пять кубов.

Дальше Арнольду остаётся сделать следующий переход: уже вся группа вращений додекаэдра переставляет эти пять

кубов, и получаем действие

то есть

а затем .

Поэтому я бы даже уточнил нашу прежнюю цепочку:

Это уже очень цельная история - не просто несколько красивых фактов, случайно живущих внутри одного додекаэдра.

Sources

Platonic solid en.wikipedia.org

Regular Dodecahedron -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com
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​​

золотые прямоугольники

↓
вершины икосаэдра

↓
оси вращения порядка 5

↓
вращения на 72∘

↓
пять вписанных кубов.

φ

(1,φ, 0)

C ​.5

C, R(C), R (C), R (C), R (C)2 3 4

G ↷ {C ​, … ,C ​},1 5

G ↪ S ,5

G ≅ A ​5

​φ → золотые прямоугольники → икосаэдр → C ​ → 5 кубов → A ​.5 5
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Прямой геометрической связи (как сразу получить куб из прямоугольников) не 

видно. Или она всё же есть?

9/25/2026, 1:22:35 PM

Да — кажется, тут есть как раз прямая геометрическая связь, и она лучше, чем связь через вращения. Она проходит

через двойственность: из трёх золотых прямоугольников получаем икосаэдр, а центры восьми специальных

треугольных граней икосаэдра сами дают вершины одного из вписанных кубов додекаэдра. Сейчас проверю

аккуратно, какие именно это восемь граней.

Thinking

●
Исследуя связь фигур

Я проверяю координатную модель додекаэдра: она показывает, как золотые прямоугольники и куб могут сосуществовать в 

одной конструкции. Важно отличить прямое построение куба от более глубокой связи через вершины и симметрию.

●
Исследовал связь фигур

●
Searched 8 websites

✓ Worked for 24s

Да! Кажется, прямая связь всё-таки есть - и довольно красивая. Я раньше её пропустил.

Берём те самые три взаимно перпендикулярных золотых прямоугольника. Их 12 вершин - вершины икосаэдра.

(Wikipedia)

Теперь смотрим на восемь треугольных граней икосаэдра, у которых по одной вершине лежит на каждом из трёх

золотых прямоугольников. Таких граней ровно восемь - по одной на каждый «октант» пространства.

И вот:

А поскольку додекаэдр двойствен икосаэдру, центры всех 20 его треугольных граней являются 20 вершинами

двойственного додекаэдра. Значит эти восемь центров - одновременно 8 вершин одного из пяти кубов, вписанных в

додекаэдр. Связь через центры граней при двойственности стандартна. (Wikipedia)

Это можно увидеть почти без вычислений, но координаты делают картину абсолютно прозрачной. Пусть три золотых

прямоугольника имеют вершины

В положительном октанте берём по вершине от каждого:

Это три вершины одной грани икосаэдра. Её центр:

То есть он лежит на луче

Повторяем во всех восьми октантах и получаем направления

а это ровно вершины куба.

Вот этого мы искали.

​центры этих восьми треугольников образуют куб.

(0, ±1, ±φ), (±1, ±φ, 0), (±φ, 0, ±1).

A = (0, 1,φ), B = (1,φ, 0), C = (φ, 0, 1).

​ =
3

A + B + C
​(1, 1, 1) =

3

1 + φ
​(1, 1, 1).

3

φ2

(1, 1, 1).

(±1, ±1, ±1),
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То есть можно буквально начать с картинки трёх золотых прямоугольников и сделать:

Причём промежуточный икосаэдр даже не обязательно целиком дорисовывать: соединяем в каждом октанте

соответствующие три вершины прямоугольников, отмечаем центр полученного равностороннего треугольника - восемь

центров уже дают куб.

А если дорисовать все 20 треугольных граней и взять все их центры, получаем додекаэдр. Поэтому конструкция

выглядит ещё лучше:

И теперь твоя первая картинка с золотыми прямоугольниками и вторая с кубом внутри додекаэдра действительно

оказываются двумя стадиями одной геометрической конструкции, а не просто двумя связанными фактами.

Более того, я теперь думаю, что это как раз тот способ, которым стоило бы объяснять №32 школьнику: сначала найти

один куб прямо из трёх золотых прямоугольников. А уже после спросить: почему кубов пять? - и тут начинается

симметрия и группа.

Sources

Golden ratio en.wikipedia.org

9/25/2026, 1:22:42 PM · gpt-5-6-thinking

​3 золотых прямоугольника → 8 специальных треугольников → 8 их центров → куб.

​ ​ ​

12 вершин золотых прямоугольников ⟶ 20 граней икосаэдра

↓  центры

20 вершин додекаэдра
⊃

8 вершин куба.
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Хорошо. Уже лучше :)) Задача 33. Ответ: 1/6. Соответствующий октаэдр в 

пересечении сложно увидеть (мне так точно!), но можно посчитать. Картинки я 

уж боюсь просить - они у тебя не получается. Вопрос: зачем всё это было надо 

Арнольду. Один из ответов: нам не только нужно вписать 5 кубов в додекаэдр 

(чтобы получить S5 или, точнее, A5), но и тетраэдры в куб  (чтобы получить S4). 

Но, вероятно, есть и другие соображения (порталы в другие миры).

9/25/2026, 1:32:14 PM

Да, здесь уже очень похоже на систематическое выращивание симметрических групп из многогранников:

додекаэдр даёт , куб через вписанные тетраэдры — . Но у №33, думаю, есть ещё как минимум два самостоятельных

портала: двойственность куб–октаэдр и «объём через пересечение/декомпозицию», то есть умение видеть скрытый

многогранник как результат системы симметричных неравенств. Я сначала сверю точную формулировку задачи, чтобы

не приписать ей лишнего.

Thinking

●
Verifying the geometry

I’m checking the numbering and volume claim. The two complementary tetrahedra share a central regular octahedron, whose volume 

is one-sixth of the cube’s volume; each tetrahedron occupies one-third.

●
Verified the geometry

●
Connecting symmetry

I’m linking the geometry to group theory: cube rotations act as \(S_4\) on four body diagonals, while rotations preserving either 

tetrahedron form \(A_4\). The pair realizes the index-two relationship \(A_4\triangleleft S_4\).

●
Connected symmetry

●
Framing the discovery

I’m connecting the construction to Kepler’s stella octangula, then to the subgroup relationship \(A_4\triangleleft S_4\). I’ll explain why 

the shared region is an octahedron and why its volume is \(1/6\).

●
Framed the discovery

●
Searched 8 websites

✓ Worked for 52s

Да. И после нашего разговора о культурном контексте я бы поставил №33 довольно высоко: здесь Арнольд одним

простым вопросом связывает тетраэдр, куб и октаэдр, а затем незаметно готовит ,  и вообще действия групп.

Само  действительно проще посчитать, чем «увидеть». Удобно центрировать куб как . Два тетраэдра берут

две чередующиеся четвёрки его вершин. Их общая часть оказывается

то есть октаэдром с вершинами

А это ровно центры шести граней куба. Октаэдр состоит из восьми одинаковых прямоугольных тетраэдров объёма 

, поэтому его объём ; объём куба , отсюда

Но куда интереснее, зачем Арнольду всё это.

Первое - твоя линия с , и тут есть даже более точная структура. У куба четыре пространственные диагонали. Его 24

вращения переставляют эти четыре диагонали всеми возможными способами, поэтому

A ​5 S ​4

A ​4 S ​4

1/6 [−1, 1]3

∣x∣ + ∣y∣ + ∣z∣ ≤ 1,

(±1, 0, 0),  (0, ±1, 0),  (0, 0, ±1).

1/6

8/6 = 4/3 8

​ =
8

4/3
.​

6

1

S ​4
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Теперь две чередующиеся четвёрки вершин куба - как раз наши два вписанных тетраэдра. Некоторые вращения куба

сохраняют каждый тетраэдр, другие меняют их местами. Стабилизатор одного тетраэдра имеет 12 элементов и

является

То есть сама картинка №33 буквально показывает

Причём это даже геометрическая модель знака перестановки: «чётность» можно видеть как вопрос - сохранилось ли

одно из двух тетраэдральных семейств или они поменялись местами. Это, по-моему, очень сильный аргумент в пользу

твоей гипотезы о педагогическом замысле.

А потом №32 и №33 становятся парой:

То есть мы уже почти видим школьный маршрут курса Арнольда-Алексеева к Галуа.

Но есть второй портал, совершенно самостоятельный: двойственность. Общая часть двух тетраэдров - правильный

октаэдр, причём его вершины - центры граней исходного куба. А значит это не случайный октаэдр, а именно

двойственный кубу.

Получается замечательная конфигурация:

В одной картинке сразу сидят три из пяти Платоновых тел.

И это уже ведёт дальше к полярной двойственности, выпуклой геометрии, -мерным кубам и кросс-политопам.

Третий портал - исторический, и он неожиданно хорошо продолжает №32. Два этих тетраэдра вместе образуют

знаменитую stella octangula. Это единственная нетривиальная звёздчатая форма октаэдра; само название дал Кеплер

в 1611 году. Но конфигурация старше: она есть у Пачоли в De divina proportione (1509), где называется octaedron

elevatum, и Леонардо нарисовал её для этой книги. (MathWorld)

То есть мы только что говорили:

Пачоли - Леонардо - золотое сечение - додекаэдр - Кеплер.

И вдруг следующая задача Арнольда опять оказывается ровно в той же культурной линии:

Пачоли - Леонардо - stella octangula - Кеплер.

Это уже трудно считать случайным. Тем более в №32 Арнольд сам приписывает конструкцию пяти кубов Кеплеру.

(StudFiles)

Причём у stella octangula есть чудесная тройственность:

два больших тетраэдра - исходная конструкция;

их пересечение - октаэдр;

их выпуклая оболочка - куб. (MathWorld)

А если продолжить грани октаэдра наружу, получаются те самые тетраэдральные «лучи»: поэтому это одновременно и

compound двух тетраэдров, и stellation октаэдра.

Есть и четвёртый, более современный портал - группы Кокстера. Здесь рядом живут  и :

G ​(cube) ≅rot S ​.4

A ​.4

​A ​ ◃ S ​, S ​/A ​ ≅ C ​.4 4 4 4 2

​ ​ ​ ​ ​ ​

куб ⊃ 2 тетраэдра
↓

A ​, S ​4 4

додекаэдр ⊃ 5 кубов
↓

A ​ ⊂ S ​.5 5

​два тетраэдра ​ ​{
их выпуклая оболочка

их пересечение

= куб,

= октаэдр.

n

A ​3 B ​3
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полная симметрия тетраэдра, тогда как  - полная группа симметрий куба/октаэдра порядка 48. Внутри неё

вращательная группа куба снова оказывается . Это уже тот путь, который позже ведёт к корневым системам,

группам отражений и арнольдовским -мотивам. Но это, конечно, далеко за пределами 5-15.

Так что я бы теперь сформулировал смысл №33 примерно так:

плюс культурная ветка

И вот что мне особенно нравится: №32 даёт пять объектов внутри одного тела, №33 - два объекта внутри

другого; №34 дальше спрашивает уже непосредственно о симметриях. Похоже на очень сознательно

выстроенную лестницу, а не просто блок задач о красивых многогранниках.

Sources

Stella Octangula -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

Арнольд В.И. Задачи для детей от 5 до 15 лет studfile.net

9/25/2026, 1:32:17 PM · gpt-5-6-thinking

W (A ​) ≅3 S ​4

W (B ​)3

S ​4

ADE

​ ​​

2 вписанных тетраэдра
↓

октаэдр как пересечение
↓

двойственность куб ↔ октаэдр

​

2 тетраэдра
↓

A ​ ◃ S ​4 4

↓
группы и Галуа

​Пачоли → Леонардо → Кеплер → stella octangula.
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Да. Следующая задача в серии это 34. И поехало: спариваем додекаэдр и 

икосаэдр, куб и октаэдр. Тетраэдр двойственен сем себе. Симметрии 

додекаэдра крутят кубы, симметрии куба большие диагонали, симметрии 

тетраэдра вершины. Находим операции, которые всё это осуществляют. И 

поехала Теория Групп (и, в конечном счете, через Алексеева/Арнольда Теория 

Галуа [или, по меньшей мере Теорема Абеля].

9/25/2026, 1:40:32 PM

Да — здесь серия уже перестаёт быть просто «геометрией многогранников» и начинает явно превращаться в курс по

группам, рассказанный картинками. Особенно важно, что каждый раз группа появляется как группа перестановок

вполне видимых объектов: вершин тетраэдра, диагоналей куба, пяти кубов в додекаэдре. Я сверю формулировку №34 и

пару арнольдовских источников, чтобы аккуратно отделить то, что прямо следует из задачи, от нашей реконструкции

дальнейшего маршрута.

Thinking

●
Clarifying symmetry groups

I’m checking the key distinction: rotations of the dodecahedron act on its five inscribed cubes as \(A_5\), while including reflections 

adds a central inversion kernel, so the full group isn’t simply \(S_5\).

●
Clarified symmetry groups

●
Searched 3 websites

✓ Worked for 18s

Да. И здесь уже почти нечего «угадывать»: №34 действительно выглядит как точка, где предыдущие геометрические

приготовления начинают превращаться в теорию групп.

Причём последовательность очень аккуратная.

Для тетраэдра естественное конечное множество - его 4 вершины. Любая симметрия их переставляет. Полная группа

симметрий имеет  элементов, поэтому

а вращения дают ровно чётные перестановки:

Для куба объект уже менее очевиден и поэтому интереснее: 4 большие пространственные диагонали. Вращение

куба переставляет их, причём любую перестановку четырёх диагоналей можно осуществить вращением. Поэтому

Арнольд буквально использует это в решении следующей задачи: «there is a one-to-one correspondence between rotations

of the cube and permutations of the diagonals». (Scribd)

И это прекрасно продолжает №33: два вписанных тетраэдра показывают нам  внутри кубической симметрии, а четыре

диагонали дают уже весь .

Для октаэдра ничего принципиально нового считать не надо: он двойствен кубу, поэтому группы симметрий совпадают.

Аналогично икосаэдр и додекаэдр имеют одну и ту же группу симметрий. В решении №34 Арнольд получает

соответственно  полных симметрий для куба/октаэдра и  для икосаэдра/додекаэдра; вращений -  и . (Scribd)

А для додекаэдра естественное множество - именно наши 5 вписанных кубов. Вращения переставляют эти пять

объектов:

Поскольку , получаем

24 = 4!

Sym(T ) ≅ S ​,4

Rot(T ) ≅ A ​.4

Rot(cube) ≅ S ​.4

A ​4

S ​4

48 120 24 60

G ↪ S .5

∣G∣ = 60
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Тут есть одна тонкость, которую стоит сохранить: даже полная группа симметрий додекаэдра порядка  не даёт на

этих пяти кубах весь . Центральная инверсия сохраняет каждый из пяти кубов как множество, поэтому действие

полной группы на пятёрке имеет ядро , а образ всё равно имеет порядок , то есть . Поэтому именно

вращательная группа и  - чистая связь.

И тогда вся серия 31-34 выглядит уже почти как маленький курс:

И вот здесь, по-моему, происходит главный концептуальный переход:

А это уже практически рождение абстрактной группы.

Ребёнку не говорят:

«Пусть  - группа, действующая на множестве ...»

Ему дают куб и спрашивают: что делают его вращения с четырьмя диагоналями?

И внезапно:

Это, пожалуй, самый арнольдовский способ ввести группу, какой только можно придумать.

Особенно хороша лестница

Потому что дальше в курсе Алексеева/Арнольда возникают уже нормальные подгруппы, разрешимость и теорема Абеля.

В Lectures and Problems Арнольд прямо возвращается к этой геометрии: он сопоставляет пару тетраэдров в кубе и пять

кубов в додекаэдре, а затем обсуждает действие симметрий додекаэдра на этих пяти кубах. (Scribd)

То есть цепь, о которой мы говорим,

не просто красивое современное толкование задач 31-34. Значительная часть этого маршрута прямо присутствует

в педагогике самого Арнольда.

И культурно мне особенно нравится вот что: Платоновы тела здесь проходят почти полный исторический путь

математики. У греков они были геометрическими и космологическими объектами; у Пачоли и Леонардо - объектами

геометрии и искусства; у Кеплера - ещё и устройством Вселенной; а у Арнольда они становятся наглядными моделями

конечных групп и дверью к Галуа.

То есть один и тот же додекаэдр постепенно меняет смысл:

По-моему, это и есть главный культурный смысл всего блока 31-34.

Sources

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com

9/25/2026, 1:40:39 PM · gpt-5-6-thinking

G ≅ A ​.5

120

S ​5

{±I} 60 A ​5

A ​5

​​ ​ ​

31

32

33

34

:

:

:

:

χ = V − E + F , комбинаторная структура многогранника;

додекаэдр содержит 5 кубов;

куб содержит 2 тетраэдра, появляется A ​ ⊂ S ​;4 4

симметрии начинают действовать на конечных множествах.

​симметрия фигуры ⟶ перестановка объектов.

G X

вращение ↔ перестановка.

A ​ ⊂4 S ​, A ​ ⊂4 5 S ​.5

​Платоновы тела → симметрии → перестановки → S ​,A ​,A ​ → нормальные подгруппы → теория Галуа → теорема Абеля4 4 5

​форма → симметрия → группа → алгебра.
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Дальше начинается некоторая путаница. Следующей задачей должна быть 37. 

36 явно должна предшествовать 35. А 33bis несколько выбивается из ряда, хотя 

она и о кубе. Давай обсудим 37 (хотя, практически,  мы её уже обсудили), потом 

перейдем к 33bis [чтобы закончить с кубами], а потом 36 [которую можно 

пропустить за её тривиальностью] и 35 [теория групп продолжается, точнее 

действия групп, формула Polya, всё такое.]

9/25/2026, 1:49:38 PM

Да, логика перестановки выглядит разумно: сначала довести линию «многогранники → действия групп», а уже потом

разбирать выбивающиеся задачи. Я сверю точную формулировку №37 в издании 2007 года, чтобы не съехать по

нумерации, и тогда обсудим её именно как следующий шаг после №34.

Thinking

●
Constructing cube rotations

I’m labeling the four body diagonals as lines and checking explicit rotations. A 90° coordinate-axis rotation gives a 4-cycle, while a 120° 

diagonal rotation gives a 3-cycle; together, these generate all permutations.

●
Constructed cube rotations

●
Connecting geometry and quintics

I’m identifying the central mathematical contrast: cube rotations realize \(S_4\), which is solvable, while dodecahedron rotations realize 

\(A_5\), a simple nonabelian group. This visualizes the boundary behind the Abel–Ruffini theorem.

●
Establishing natural isomorphism

I’m emphasizing that the key result is not merely counting: cube rotations act faithfully on the four body diagonals. Since both groups 

have 24 elements, this action identifies the rotation group naturally with \(S_4\), with explicit cycles confirming the geometry.

●
Established a natural isomorphism connecting geometry and quintics

●
Searched 9 websites

✓ Worked for 1m 2s

Да. И после сверки формулировок я бы действительно переставил мысленно блок именно так: 31 → 32 → 33 → 34 → 37, а

33bis считать боковой геометрической веткой; затем 36 → 35. В издании 2007 №37 буквально спрашивает: у куба четыре

большие диагонали; сколько перестановок этих четырёх объектов осуществляются вращениями куба? (Math.ru)

№37, по-моему, - настоящий финал серии 32-34. После №34 мы уже знаем, что вращений куба 24. Каждое вращение

переставляет четыре большие диагонали, то есть получаем действие

Оно точное: если вращение оставляет каждую из четырёх диагоналей на месте как прямую, то это тождественное

вращение. Поэтому 24 разных вращения дают 24 разные перестановки. А перестановок четырёх объектов всего .

Следовательно,

И здесь особенно хороша связь с №33. Два вписанных тетраэдра дают геометрическую интерпретацию чётности.

Подгруппа вращений, сохраняющих каждый из двух тетраэдров, имеет 12 элементов:

А вращения, которые меняют два тетраэдра местами, соответствуют нечётным перестановкам. То есть знак

перестановки можно буквально увидеть внутри куба:

Мне это кажется одной из самых красивых вещей во всём блоке.

G ​(куб)⟶rot S ​.4

4! = 24

​.G ​(куб) ≅ S ​rot 4

A ​ ⊂4 S ​.4

​чётная ⟺ тетраэдры не меняются местами.
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Можно и совсем конструктивно: вращение куба на  вокруг большой диагонали фиксирует эту диагональ и

циклически переставляет остальные три - получаем 3-цикл. Вращение на  вокруг оси через центры противоположных

граней даёт 4-цикл на больших диагоналях. Из таких операций уже рождается весь . То есть ребёнок здесь не просто

считает группу - он видит её образующие как реальные движения.

И теперь сравнение с додекаэдром становится почти ошеломляюще точным:

И вот тут наш культурный контекст уже подтверждается совершенно непосредственно самим Арнольдом. В

предисловии к книге Алексеева он вспоминает свой школьный курс 1963-64 годов и пишет, что группы симметрий

правильных многогранников привели учеников к пяти кубам Кеплера в додекаэдре; эти пять кубов он использовал,

чтобы получить естественный изоморфизм группы вращений додекаэдра с группой 60 чётных перестановок пяти

элементов. Затем именно эта элементарная теория многогранников использовалась на пути к неразрешимости группы

перестановок пяти элементов. (School of Mathematics)

То есть наша реконструкция

теперь уже практически документирована самим Арнольдом.

Причём здесь есть ещё одна вещь, которую я раньше недостаточно подчёркивал. Граница между 4 и 5 - это ровно

историческая граница разрешимости уравнений в радикалах:

а

Поэтому куб и додекаэдр дают почти физические модели двух сторон теоремы Абеля: «четыре» ещё допускает

разрешимую цепочку нормальных подгрупп, а при «пяти» возникает , где цепочка ломается. Springer прямо

описывает книгу Алексеева как изложение геометрического доказательства теоремы Абеля по идее Арнольда,

специально предназначенное в том числе для старшеклассников. (Springer)

Так что №37 я бы отметил как:

Не просто «симметрий 24», а симметрия есть перестановка.

И да, после этого 33bis действительно выглядит как небольшой оставшийся долг перед кубом - интересная

пространственная геометрия, но не часть этой алгебраической линии. Затем №36 почти служебная: . А №35 уже

использует именно то, что мы только что построили: есть множество раскрасок и есть группа вращений, которая на нём

действует. Там формула Пойа ещё совершенно не нужна - из-за шести разных цветов стабилизаторы тривиальны, и

достаточно делить  на . Но идея орбит, из которой потом вырастут Бернсайд и Пойа, уже налицо.

Sources

math.ru math.ru

TeAM YYePG Digitally signed by TeAM YYePG DN: cn= maths.ed.ac.uk

Abel’s Theorem in Problems and Solutions: Based on the lectures of Professor V.I. Arnold | Springer Nature Link link.springer.com

9/25/2026, 1:49:43 PM · gpt-5-6-thinking

120∘

90∘

S ​4

куб : 4 диагонали⟶ S ​,4

додекаэдр : 5 кубов⟶ A ​.5

многогранники → действия → S ​,A ​,A ​ →4 4 5 Абель

S ​ разрешима,4

A ​ простая неабелева, S ​ неразрешима.5 5

A ​5

​первое совершенно явное появление группы перестановок из геометрии.

n!

6! 24
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ОК. 33bis. Метод следов, особенно трудный в случае нарисованном в 33 bis: 

точки на ребрах, не лежащих на одной грани. К сожалению, я в этом не 

разбираюсь совсем. И второе, мне идея решения не кажется такой уж глубокой. 

Не знаю, почему Арнольд включил эту задачу.

9/25/2026, 2:03:55 PM

Здесь я бы не спешил приписывать задаче «большую теорию»: вполне возможно, что 33bis — просто тренировка очень

арнольдовского навыка видеть плоскость в пространстве по её следам на гранях/рёбрах, а не портал масштаба .

Я сначала сверю точную формулировку и попробую понять, что именно в ней нетривиально: сама техника следов или

какой-то скрытый более общий сюжет.

Thinking

●
Interpreting the diagram

I’m identifying the marked edges and checking whether each pair shares a face. If not, I’ll use plane traces: connect known points 

within faces, extend intersections, and propagate until the section polygon closes.

●
Interpreted the diagram

●
Connecting geometric ideas

I’m framing the exercise as a general construction problem: plane traces, incidence geometry, convex polyhedron sections, and 

computational edge intersections. The key result is a convex polygon, with parallel cases handled naturally.

●
Connected geometric ideas

●
Extending the construction

I’m relating this case to finite-element cell intersections and linear algebra: a plane is a level set, and edge crossings follow from 

endpoint values. The trace method remains the clearest geometric approach when marked points occupy separate faces.

●
Constructing the section

I’m treating the marked points as defining the plane, then intersecting that plane with every cube edge. When no face contains two 

points, extending face traces or using coordinates keeps the construction systematic.

●
Extended and constructed the section

●
Tracing the pentagonal section

I’m identifying the section as a pentagon through the marked edges. Starting with the two points on one face, I extend that trace to 

adjacent face edges, then connect successive intersections to obtain the remaining vertices.

●
Traced the pentagonal section

●
Completing the trace method

I’m closing the construction by connecting each newly found point across adjacent faces. Extensions may lie outside the cube, but they 

still locate valid plane intersections, producing the pentagon P–T–R–Q–U.

●
Assessing broader connections

I’m viewing the problem as a bridge between spatial intuition and affine geometry: constructing the section without coordinates mirrors 

linear algebra, while the convex pentagon connects naturally to polyhedral geometry and computational clipping.

●
Completed the trace method and assessed broader connections

●
Searched 11 websites

✓ Worked for 2m 15s

Я тут скорее соглашусь с тобой: 33bis не выглядит задачей с таким же «порталом», как 31-34. И, возможно, именно

поэтому она ощущается чужеродно. Но после внимательного взгляда на рисунок я бы всё же выделил у неё вполне

определённую роль.

Сначала про сам метод следов - потому что именно в арнольдовском рисунке он неприятный. Формулировка ровно

такая: построить сечение куба плоскостью через три заданные точки на рёбрах. (Math.ru) На рисунке получается тот

A ​5
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случай, где недостаточно просто соединить попарно данные точки: приходится пользоваться продолжениями рёбер и

следов за пределы самой грани.

Ключевой принцип очень простой:

если плоскость сечения пересекает грань куба, пересечение есть прямая; а следы на двух соседних гранях

встречаются на прямой, содержащей их общее ребро - иногда далеко за пределами самого ребра.

В конкретном рисунке Арнольда две правые заданные точки лежат на одной грани. Соединяем их: получили первый

след. Продлеваем его до пересечения с продолжением переднего вертикального ребра. Эта точка уже лежит

одновременно и в секущей плоскости, и в плоскости передней грани. Поэтому соединяем её с данной точкой на левом

переднем вертикальном ребре - получаем след на передней грани. Он даст новую настоящую вершину сечения на

нижнем ребре. Затем то же самое повторяется по кругу: нижняя грань → левая → верхняя. В результате получается

пятиугольник.

И вот это место - «пересеклись не сами стороны квадрата, а их продолжения, и эта внешняя точка всё равно полезна» -

как раз психологически трудно. Нужно перестать воспринимать грань как квадрат и вспомнить, что она лежит в

бесконечной плоскости.

Поэтому я бы сказал, что непосредственная педагогическая цель задачи - именно эта:

Это, пожалуй, единственная действительно существенная идея 33bis.

Интересно, кстати: bis  не означает, что Арнольд вставил её только во второе издание. Она уже есть в издании 2004

года - там она называется 31bis и стоит в том же самом месте, между двумя тетраэдрами в кубе и подсчётом симметрий.

(Math.ru) Значит, он явно считал её отдельной маленькой боковой задачей уже при первоначальном составлении.

Почему она ему могла быть нужна

Мне сейчас видятся три уровня, но только первый я бы считал достаточно уверенной реконструкцией.

Во-первых, пространственное воображение как самостоятельная математическая культура. В предисловии

Арнольд прямо говорит, что цель сборника - не программа курса, а «культура мышления», воспитываемая

самостоятельным размышлением над простыми, но нелёгкими вопросами. (Math.ru) Поэтому не каждая задача обязана

быть дверью к большой теории. Некоторые могут быть именно «гимнастикой зрения».

Причём 33bis очень хорошо сочетается с уже бывшими задачами:

То есть есть маленькая сквозная тема:

Во-вторых, это фактически элементарная начертательная геометрия. «След плоскости» - в буквальном смысле

стандартный язык этой дисциплины: плоскость узнаётся по линиям её пересечения с другими плоскостями. Здесь всё

сведено к детскому кубику, без проекционных аппаратов Монжа.

И вот тут уже есть культурный портал:

Но я бы не утверждал, что именно это Арнольд сознательно имел в виду. Это реальная математическая связь, но

свидетельств его намерения у нас нет.

Третий уровень - более современный и, возможно, даже интереснее концептуально. Если ввести координаты, вся задача

становится пересечением

Куб задаётся шестью линейными неравенствами, плоскость - одним линейным уравнением. Мы ищем, на каких из 12

рёбер меняется знак линейной функции. Это уже общий сюжет пересечения выпуклого многогранника

​думать плоскостями и прямыми, а не нарисованными кусочками этих плоскостей и прямых.

14 :  виды многогранника, 21 :  развёртка, 25 :  возможные сечения куба, 33bis :  реально построить сечение.

​уметь мыслить трёхмерный объект через двумерные данные.

сечение куба → следы плоскости → начертательная геометрия → проективная геометрия.

плоскость ∩ куб.
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гиперплоскостью - совершенно стандартная операция в выпуклой и вычислительной геометрии.

То есть метод следов - геометрический, ручной вариант алгоритма:

Отсюда дороги в polytope clipping, CAD, компьютерную графику; даже алгоритмы вроде marching cubes используют

родственную идею определения пересечений поверхности с рёбрами ячейки. Но это уже явно наш портал, а не

обязательно арнольдовский.

Есть ещё красивая аффинная формулировка. Секущая плоскость - уровень некоторой аффинной функции

На каждом ребре куба  меняется линейно. Поэтому вся конструкция - это в сущности линейность, нарисованная без

формул. Вот это Арнольду, думаю, было бы близко по духу, хотя снова - это моя интерпретация.

Так что мой итог довольно скромный:

33bis, вероятно, не надо пытаться «спасти» великой глубокой связью. Это хорошая трудная задача на

пространственное зрение и на важный приём: продолжать грани и рёбра мысленно как бесконечные плоскости и

прямые. Она заодно завершает линию сечений, начатую №25.

А мораль отсюда такова:

И в данном случае это, пожалуй, достаточно серьёзная причина её включить.

Sources

math.ru math.ru

9/25/2026, 2:04:05 PM · gpt-5-6-thinking

​пройти по рёбрам → найти пересечения → соединить их в циклическом порядке.

L(x, y, z) = 0.

L

​не всё у Арнольда - портал; иногда задача просто учит правильно видеть пространство.
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Ну, хорошо. Пропуская 36 (просто n!), переходим к 35. Формула Polya, 

действительно, не нужна, но у нас есть действие группы, орбиты, и группв нам 

знакома - это симметрии куба (все 24 перестановки больших диагоналей, 

например). Приложим 24 симметрии, получим орбиту из 24 раскрасок (все 

разные, и орбиты не пересекаются - иначе бы они совпадали.) Итого: 6! = 720 

вариантов делить на 24 = 30. Связи очевидны, но может есть что-то, чего я не 

заметил и не упомянул раньше.

9/25/2026, 2:31:48 PM

Да — здесь есть одна очень чистая вещь, которую ты ещё не сформулировал явно: это не просто «делим на 24», а

свободное действие группы, то есть частный случай теоремы об орбите и стабилизаторе. А ещё эту задачу можно

неожиданно переписать как вычисление индекса подгруппы  внутри . Это, по-моему, как раз добавляет ей глубины.

Thinking

●
Расширяя объяснение

Здесь полезно подчеркнуть: раскраски образуют множество изоморфное \(S_6\), а вращения куба — подгруппу порядка \(24\). 

Поэтому классы эквивалентности являются смежными классами, и число вариантов равно индексу \([S_6:G]=720/24=30\).

●
Expanded the explanation

●
Уточняя связи

Мне стоит добавить, что действие вращений свободно: ни одно нетривиальное вращение не сохраняет раскраску с шестью 

разными цветами. Это сразу объясняет орбиты размера \(24\), а лемма Бёрнсайда подтверждает результат.

●
Clarified relationships

●
Searched 3 websites

✓ Worked for 44s

Да - ты уже назвал основную идею. Но есть несколько добавок, и одна из них, по-моему, особенно хороша именно для

нашего маршрута.

Главное: действие группы вращений куба на раскрасках здесь свободно. Почему? Потому что все шесть цветов

различны. Никакое нетривиальное вращение не может оставить раскраску неизменной: оно обязательно переставит

хотя бы две грани, а значит и два разных цвета. Поэтому стабилизатор любой раскраски тривиален, и по теореме об

орбите и стабилизаторе

То есть деление  - это уже не эвристика, а самый простой нетривиальный пример

А отсюда буквально один шаг до леммы Бёрнсайда. В нашей задаче она вырождается в совсем прозрачную формулу:

Тождественное вращение фиксирует все  раскрасок; любое нетождественное - ни одной. Поэтому снова

То есть №35 - это предельно простой случай Бёрнсайда, где вся трудность обычно сидящая в подсчёте неподвижных

раскрасок специально уничтожена условием «все цвета разные». Пойа затем систематизирует именно такой подсчёт

орбит по типам циклов элементов группы. (MathWorld)

S ​4 S ​6

∣ Orb(c)∣ = ​ =
∣ Stab(c)∣

∣G∣
24.

720/24

​.∣Gx∣ = ​

∣G ​∣x

∣G∣

#орбит = ​ ​ ∣ Fix(g)∣.
24

1

g∈G

∑

720

​ =
24

720
30.
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Но есть ещё более алгебраический взгляд, который мне особенно нравится после №37.

Выберем одну эталонную раскраску шести граней. Любая другая раскраска шестью различными цветами - просто

перестановка цветов, то есть элемент . Поэтому множество всех  раскрасок можно отождествить с .

А группа вращений куба  действует на этих раскрасках. Значит классы эквивалентности - это просто смежные

классы подгруппы  в :

То есть задача неожиданно вводит сразу три языка для одного и того же объекта:

Вот эту связь ты, кажется, ещё не называл.

Есть и красивое продолжение. Если бы считать одинаковыми не только вращения, но и отражения, группа имела бы 48

элементов. Действие всё ещё свободно, поэтому получили бы

Значит наши 30 классов по вращениям разбиваются на 15 пар зеркальных раскрасок. Это уже язык

хиральности/enantiomers. И тут появляется ещё одна исторически важная связь: теория Пойа действительно

использовалась именно для подсчёта химических конфигураций и соединений с учётом симметрий. (MathWorld)

То есть можно перейти:

И ещё одна, уже довольно экзотическая дверь. После №37 мы знаем, что

Но в №35 эта же группа действует уже не на четырёх диагоналях, а на шести гранях, то есть мы получаем конкретное

вложение

Это хороший первый пример того, что одна и та же абстрактная группа может иметь совершенно разные

действия на разных множествах. На 4 объектах она действует как обычный ; на 6 гранях - как особая подгруппа .

Именно это различие «группа сама по себе» vs «конкретное действие группы» очень важно дальше и в Галуа.

Поэтому я бы теперь поставил №35 в нашей цепочке так:

И, возможно, это даже педагогически важнее самой цифры : группа перестаёт быть просто набором симметрий

многогранника и становится машиной, классифицирующей другие объекты. Вот это уже настоящий переход к

современной теории групп.

Sources

Cauchy-Frobenius Lemma -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

9/25/2026, 2:32:01 PM · gpt-5-6-thinking

S ​6 720 S ​6

G ≅ S ​4

G S ​6

​30 = [S ​ : G] = ​.6 24

6!

​геометрические раскраски ↔ орбиты действия группы ↔ смежные классы подгруппы в S ​.6

​ =
48

720
15.

раскраска куба → орбиты → Бёрнсайд → Пойа → изомеры и химическая симметрия.

G ​(cube) ≅rot S ​.4

S ​ ↪4 S ​.6

S ​4 S ​6

№34/37: узнать группу ⟶ №35: заставить группу действовать на большом множестве ⟶ орбиты и стабилизаторы ⟶

30
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Хорошо. Задачи 38 и 39 вместе. Идея та же, что и в 29 плюс индукция. Доказать 

легко. Но... я смутно вспоминаю, что что-то подобное я видел в связи с 

формулой Пойя (то есть перечисление). Возможно, у Констрикина, но я не 

уверен...

9/25/2026, 2:37:34 PM

Да, тут связь с перечислением вполне может быть реальной: выражения типа  и их делимость часто появляются

как подсчёт циклических слов/ожерелий через орбиты, а это уже буквально соседняя территория Бёрнсайда–Пойа. Я

сверю точные формулировки 38–39 и посмотрю, не является ли это тем самым комбинаторным мостиком.

Thinking

●
Clarifying the orbit proof

I’m refining the argument: subtracting all words confined to one block leaves exactly the mixed words, each having orbit size \(p\) 

under cyclic shifts. This establishes divisibility and connects naturally to group actions and multinomial coefficients.

●
Clarified the orbit proof

●
Locating the necklace connection

I’m checking whether the cited algebra text develops this necklace argument near its Pólya material. The key result remains clear: for 

prime \(p\), cyclic shifts freely partition mixed words into \(p\)-element orbits, yielding the congruence.

●
Located the necklace connection

●
Searched 16 websites

✓ Worked for 59s

Да - и твоя память про Кострикина, похоже, совершенно точная. У него в «Введении в алгебру», ч. III, в начале главы о

представлениях, буквально появляется задача об ожерельях из  цветов, и он прямо говорит, что решает её «вслед за

Г. Пойа»: на словах длины  действует циклическая группа, а ожерелья - её орбиты. (Djvu Online) Так что ассоциация не

случайная.

Но сначала №38-39. Арнольд спрашивает, делится ли

на , а затем то же для степеней  и соответствующих простых модулей. (Math.ru)

Как ты сказал, после №29 всё практически готово. Для простого 

а индукция по числу слагаемых даёт

Так что 38 и 39 - действительно развитие №29.

Но теперь возникает неожиданно хорошая связь с нашим только что законченным разговором об орбитах.

Пусть для начала , и положим

Возьмём алфавит из  букв, разбитый на группы размеров

Всего слов длины :

a −p a

q

n

(a ​ +1 ⋯ + a ​) −n
3 (a ​ +1

3 ⋯ + a ​)n
3

3 5, 7

p

(a + b) ≡p a +p bp (mod p),

​(a ​ + ⋯ + a ​) ≡ a ​ + ⋯ + a ​ (mod p).1 n
p

1
p

n
p

a ​ ≥i 0

A = a ​ +1 ⋯ + a ​.n

A

a ​, a ​, … , a ​.1 2 n

p

A .p
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Сколько слов целиком используют буквы только одной группы? Для -й группы их , поэтому всего

Следовательно,

число слов, в которых встречаются буквы по крайней мере из двух разных групп.

Теперь циклически сдвигаем слово на одну позицию. Действует группа

Поскольку  простое, у такого слова орбита имеет размер ровно . Единственные слова с меньшей орбитой - постоянные,

а они, конечно, целиком лежат внутри одной группы и нами уже исключены.

Поэтому оставшиеся слова разбиваются на пачки по :

Вот это уже ровно тот же механизм, что в №35:

И, по-моему, это существенно меняет наше восприятие №38-39. На бумаге они стоят после №37 и выглядят возвратом к

№29. Но концептуально они могут соединять две линии:

и

Получается:

И это именно территория Пойа.

Для обычных ожерелий из  цветов при простом  есть  линейных слов.  постоянных слов имеют орбиту размера ;

все остальные имеют орбиты по . Поэтому число ожерелий

Сам факт, что это целое число, уже даёт

то есть малую теорему Ферма. Именно это стандартное «necklace proof»; например, современное изложение

формулирует его ровно так. (Drexel Math)

А Кострикин затем рассматривает общий , где орбиты уже могут иметь разные размеры, и получается настоящая

формула перечисления ожерелий через делители , функцию Эйлера и число неподвижных слов - то есть та самая

линия Бёрнсайд-Пойа. (Djvu Online)

Есть ещё второй, алгебраически более глубокий смысл №38-39. №29 дал нам

в характеристике . А 38-39 подчёркивают, что это не трюк с , а аддитивность отображения

Индукция как раз превращает бинарную формулу в

i a ​i
p

a ​ +1
p ⋯ + a .n

p

A −p
​a ​

i

∑ i
p

C ​.p

p p

p

​.p ∣ (a ​ + ⋯ + a ​) − ​a ​( 1 n
p

i

∑ i
p)

​группа действует → разбиваем на орбиты → делимость.

№29: Ферма

№35-37: действия групп и орбиты.

​Малая теорема Ферма⟷ орбиты циклической группы.

q p qp q 1

p

q + ​.
p

q − qp

p ∣ (q −p q),

n

n

(a + b) =p a +p bp

p 1 + 1

F (x) = x .p
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То есть здесь уже вполне отчётливо маячит Фробениус.

Поэтому я бы теперь связал задачи так:

И это, пожалуй, самое интересное, чего мы раньше не заметили: одна и та же делимость имеет алгебраическое

объяснение через биномиальные коэффициенты и комбинаторное объяснение через симметрию.

Мне кажется, Арнольд именно такие совпадения очень любил бы: две совершенно разные картинки вдруг доказывают

одно и то же.

Sources

Введение в алгебру. Часть 3 - Кострикин А.И. - 2004 djvu.online

math.ru math.ru

Discrete Mathematics math.drexel.edu

9/25/2026, 2:37:39 PM · gpt-5-6-thinking

F (a ​ +1 ⋯ + a ​) =n F (a ​) +1 ⋯ + F (a ​).n

​29 бином Ньютона → Ферма

​35 действие группы → орбиты

​38-39 оба сюжета встречаются: Фробениус ↔ C ​-орбиты.p
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Да, неожиданно. Тривиальная задача 40. Телескопический ряд: 1-1/100 = 0.99. 

Связать это можно хоть со всем матанализом, но как-то мелко, мне кажется.

9/25/2026, 3:07:08 PM

Согласен: здесь, по-моему, не стоит выжимать «большую теорию» насильно.

Если №40 — это сумма вида

то

и всё схлопывается:

Глубокая связь, конечно, есть: частичные дроби, телескопические суммы, затем ряды, дискретные аналоги производной/

первообразной. Можно даже написать

то есть суммирование здесь играет роль дискретного интегрирования: внутренние значения уничтожаются, остаются

края.

Но для этой конкретной задачи это, действительно, слишком большая рамка. Мне кажется, её собственная идея гораздо

скромнее и очень арнольдовская: не складывать 99 дробей — сначала изменить представление каждого

слагаемого.

То есть эстетический механизм:

В этом смысле №40 — маленькая задача на распознавание структуры, а не портал вроде 29 или 31–39. Я бы её именно

так и отметил: телескопирование / удачная декомпозиция, без необходимости искать особую культурную

глубину.

9/25/2026, 3:07:13 PM · gpt-5-6-thinking

​ +
1 ⋅ 2

1
​ +

2 ⋅ 3

1
⋯ + ​,

99 ⋅ 100

1

​ =
k(k + 1)

1
​ −
k

1
​,

k + 1

1

1 − ​ =
100

1
​.

100

99

​ =
k(k + 1)

1
Δ − ​ ,(

k

1
)

неудобная сумма⟶ разность соседних величин⟶ массовое сокращение.
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Задача 40: Теорема Бойяи (старшего)-Гервина и выход на третью проблему 

Гильберта (и инвариант Дена). Доказательство Теоремы Бойяи-Гервина 

несколько занудно, но вполне доступно доя школьников: триангулируем, 

собираем в прямоугольники и квадраты, по индукции собираем квадраты в 

большой квадрат и всё конструктивно - как-то так. Даже не взирая на третью 

проблему Гильберта глубина сомнительная. Впрочем, вопрос вкуса.

9/25/2026, 3:12:37 PM

Да, тут я бы тоже разделил внутреннюю глубину самой двумерной теоремы и её историческое значение как

контраста с 3D. В плоскости результат почти «слишком хороший»: площадь полностью классифицирует многоугольники

по разрезанию и перекладыванию. Настоящая глубина начинается, когда в пространстве это внезапно перестаёт быть

верно.

Thinking

●
Уточняя контекст задачи

Проверю формулировку и нумерацию, потому что здесь есть риск смешать разные списки задач Арнольда. Затем сопоставлю 

её с геометрической классификацией и культурным контекстом, не сводя обсуждение к одному решению.

●
Уточнил контекст задачи

●
Searched 10 websites

✓ Worked for 25s

Да, я бы здесь немного поправил акцент: сама конструктивная теорема в плоскости не поражает глубиной, но её

настоящий смысл проявляется только в сравнении с пространством.

В плоскости Wallace-Bolyai-Gerwien говорит не просто «можно что-то разрезать и собрать», а довольно сильную

классификационную вещь:

То есть площадь - полный инвариант разрезания многоугольников. Wallace дал раннее явное доказательство ещё в

1807 году; затем результат независимо связан с Бойяи и Гервином. (American Mathematical Society)

И доказательство действительно почти ремесленное:

В этом смысле оно вполне школьное и не требует большой идеи помимо аккуратной эквидекомпозиции.

Но затем возникает очень естественный вопрос:

Если в 2D площадь всё классифицирует, то в 3D объём тоже должен всё классифицировать?

И вот нет.

Это и есть третья проблема Гильберта. Дэн построил дополнительный аддитивный инвариант, который сохраняется при

разрезании, но различает, например, куб и правильный тетраэдр одинакового объёма. (Encyclopedia of Mathematics)

То есть культурно получается чрезвычайно красивая пара:

И вот здесь я уже вижу настоящий арнольдовский мотив: найти правильный инвариант. Мы это встречали много раз,

но здесь особенно выразительно: наивный инвариант есть, он необходим, но оказывается недостаточным.

​два многоугольника scissors-congruent ⟺ они имеют одинаковую площадь.

многоугольник → треугольники → прямоугольники → квадраты → один квадрат.

​ ⟶​

2D :
площадь - полный инвариант

​​

3D :
объёма недостаточно

+ инвариант Дена
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Более того, история не кончается отрицательным ответом Дена. Позднее выяснилось, что в трёхмерном евклидовом

случае объём вместе с инвариантом Дена уже дают полную классификацию scissors congruence - это теорема

Сидлера. В более высоких размерностях появляются более сложные инварианты типа Хадвигера. AMS прямо описывает

эту дальнейшую линию как теорию scissors congruences и их инвариантов. (American Mathematical Society)

Вот это, пожалуй, и есть наиболее глубокий портал:

Совсем далеко отсюда уже идут связи с алгебраической -теорией, группами Блоха, гиперболической геометрией и

регуляторами - но это уже не тот смысл, который разумно искать в детской задаче.

Поэтому я бы оценил её примерно как ты. Внутренняя идея теоремы Бойяи-Гервина - умеренной глубины;

историко-математический контекст - очень глубокий. И особенно важно, что переход  ломает совершенно

естественное ожидание.

Если сформулировать мораль по-арнольдовски:

Это уже существенно интереснее, чем просто «любые равновеликие многоугольники можно перекроить друг в друга».

Sources

ISSN 0002-9920 ams.org

Hilbert problems - Encyclopedia of Mathematics encyclopediaofmath.org

9/25/2026, 3:12:48 PM · gpt-5-6-thinking

​разрезания → аддитивные инварианты → scissors congruence groups → Dehn/Hadwiger invariants.

K

2D → 3D

​не переносить инварианты и классификационные теоремы механически между размерностями.

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 126 / 269

https://www.ams.org/journals/notices/199801/199801FullIssue.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://www.ams.org/journals/notices/199801/199801FullIssue.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://encyclopediaofmath.org/wiki/Hilbert_problems?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


Задача 42. Связи: непрерывные дроби, алгоритм вытягивания носов (Делоне), 

теория приближений и там много всего. Идея доказательства для школьников: 

давайте замостим "большой участок" с помощью переносов. У нас N 

параллелограммов и на каждый в среднем, с высокой точностью, приходится 

одна целая точка (4 на параллелограмм, но каждую делят 4 параллелограмма). 

Итого примерно N точек закрыто, то есть площадь тоже N. Среднее 1 на 

каждый, причём чем площадь больше, тем точнее. Отсюда, площадь одного 

должна быть 1.

9/25/2026, 3:21:43 PM

Да, и твое доказательство схватывает именно плотностный смысл решётки: фундаментальный параллелограмм

должен содержать в среднем одну узловую точку, поэтому его площадь — площадь «на одну точку». Я бы только чуть

аккуратнее отделил этот асимптотический аргумент от более конечного школьного доказательства — и затем

посмотрел на порталы: тут, кажется, ещё сильнее, чем непрерывные дроби, торчит геометрия чисел /

унимодулярность / .

Thinking

●
Clarifying the proof

I’m noticing a numbering mismatch: the task may be listed as 40, 41, or 42 in different editions. The proposed tiling-and-density 

argument is essentially the intended proof, connecting lattice parallelograms with fundamental domains and unit area.

●
Clarified the proof

●
Connecting lattice ideas

I’m relating this result to Pick’s theorem, geometry of numbers, and continued fractions. A primitive integer vector extends to a 

unimodular basis, while “nose stretching” preserves determinant one—linking the proof to \(SL(2,\mathbb Z)\) and lattice tori.

●
Deepening the connections

I’m seeing the parallelogram lemma as the structural core: determinant \( \pm1 \) means a lattice basis. It also explains consecutive 

continued-fraction convergents, Farey neighbors, Euclidean reduction, and unimodular transformations.

●
Connected and deepened lattice ideas

●
Searched 10 websites

✓ Worked for 37s

Да - и здесь обнаруживается особенно приятная вещь: твое доказательство через «большой участок» - практически

доказательство самого Арнольда.

В Lectures and Problems: A Gift to Young Mathematicians, в главе о непрерывных дробях, он формулирует именно эту лемму

и говорит, что докажет её «с физикой, à la Rousseau». Затем замощает плоскость переносами параллелограмма, берёт

область большой площади , считает примерно  параллелограммов и примерно  целых точек; поскольку на один

параллелограмм приходится в среднем одна вершина решётки, получает , то есть . (www.slideshare.net) В

решениях к задачам 42-43 он делает тот же аргумент уже строго через большой диск и оценку граничной ошибки.

(Scribd)

Так что это не просто возможное школьное доказательство - это, похоже, именно тот способ мышления, который

Арнольд хотел здесь показать.

Но я бы добавил к названным тобой связям ещё три очень важных.

Во-первых, это почти непосредственный вход в решётки и определитель. Если стороны параллелограмма -

то площадь

SL(2,Z)

A A/S A

A/S ≈ A S = 1

u = (a, b), v = (c, d),

S = ∣ det(u, v)∣ = ∣ad − bc∣.
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Условие задачи говорит в сущности, что  образуют базис всей целочисленной решётки, а не её более редкой

подрешётки. Поэтому

На современном языке матрица

лежит в  (а при сохранении ориентации - в ). И тогда задача 42 превращается в первый геометрический

образ понятия унимодулярности:

Это уже очень большая дверь: решётки, модулярная группа, тор , теория чисел.

Во-вторых - и здесь твой Делоне попадает прямо в центр - эта площадь  является инвариантом алгоритма

вытягивания носов. Арнольд в той же книге объясняет полученный от Б. Н. Делоне алгоритм и затем пишет для

последовательных векторов :

Геометрически это означает:

Именно поэтому соседние подходящие дроби удовлетворяют

Арнольд прямо связывает «вытягивание носов», непрерывные дроби и эти унимодулярные параллелограммы. (Scribd)

Отсюда ещё одна ближайшая дверь - ряды Фарея:

То есть тот же самый маленький параллелограмм площади  возникает как геометрическая причина соседства

рациональных приближений. А операция

даёт медианту

то есть геометрически - сложение двух векторов. Здесь уже непрерывные дроби, алгоритм Евклида и Farey/Stern-Brocot

оказываются буквально одной картинкой.

В-третьих, следующая задача 43 показывает ещё один громадный портал, который мы пока не назвали: теорему Пика.

Если внутри параллелограмма  целых точек, а на его сторонах ещё  точек (не считая четырёх вершин), Арнольд

получает

Но общее число граничных точек , поэтому

то есть это в точности

Формула Пика. (Scribd)

u, v

∣ det(u, v)∣ = 1.

​ ​(
a

b

c

d
)

GL(2, Z) SL(2, Z)

​параллелограмм площади 1 ⟺ целочисленный базис Z .2

R /Z2 2

1

v ​ =k (p ​, q ​)k k

p ​q ​ −k k+1 q ​p ​ =k k+1 ±1.

​соседние векторы алгоритма натягивают параллелограмм площади 1.

p ​q ​ −k k+1 p ​q ​ =k+1 k ±1.

​, ​ соседи ⟺
b

a

d

c
∣ad − bc∣ = 1.

1

(a, b), (c, d) ↦ (a + c, b + d)

​,
b + d

a + c

a b

S = a + ​ +
2

b
1.

B = b + 4

S = a + ​ −
2

B
1,

​.S = I + ​ − 1
2

B
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Так что №42 на самом деле стоит в центре удивительно богатого узла:

и в другом направлении

Причём для культурного портрета Арнольда здесь особенно ценно то, что связь с Делоне биографическая: Арнольд

прямо пишет, что Борис Николаевич Делоне показал ему «вытягивание носов», когда Арнольд был первокурсником.

(www.slideshare.net)

Поэтому я бы №42 поставил намного выше, чем она сначала выглядит. Она не столько про площадь конкретного

параллелограмма, сколько про фундаментальный объект дискретной геометрии:

А из этого уже вырастает значительная часть двумерной геометрии чисел.

Sources

Lectures And Problems A Gift To Young Mathematicians 1st Edition Arnold | PDF slideshare.net

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com

9/25/2026, 3:22:58 PM · gpt-5-6-thinking

​​ ​ ​ ​ ​

det = ±1
↓

SL(2, Z)
↓

Евклид / непрерывные дроби
↓

Делоне / Farey / лучшие приближения

↙
параллелограмм площади 1

↘
плотность решётки

↓
геометрия чисел

​№42⟶№43⟶ теорема Пика.

​одна целая точка на единицу площади.
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Задача 43: формула Пика. Доказательство известное и несколько нудное (от 

простых случаев к сложным с использованием триангуляции). Возможно, может 

получиться короче, если использовать предыдущую задачу. Ещё один вопрос: 

можно ли красиво связать формулу Пика со "шнуровкой" Гаусса? Я не знаю.

9/25/2026, 3:30:51 PM

Thinking

●
Connecting lattice formulas

I’m relating a lattice polygon’s triangulation, Euler’s formula, Pick’s theorem, and the shoelace formula. The key identity is that the 

boundary determinant sum equals \(2I+B-2\), showing both formulas compute area from boundary data.

●
Connected lattice formulas

✓ Worked for 23s

Да — и здесь, по-моему, получается гораздо более красивое доказательство, если использовать №42. Причём

неожиданно в него входит ещё и №31, формула Эйлера. Это очень в духе того, как у Арнольда начинают сцепляться

предыдущие задачи.

Возьмём решёточный многоугольник и проведём триангуляцию, используя все целые точки внутри и на границе как

вершины. Если какой-нибудь треугольник ещё содержит целую точку внутри или на стороне, дорежем его. В итоге

получим так называемые примитивные решёточные треугольники: внутри и на сторонах у каждого нет никаких целых

точек, кроме трёх вершин.

Теперь ключевой шаг из №42. Такой треугольник дополняем вторым равным треугольником до параллелограмма. У

полученного решёточного параллелограмма нет никаких целых точек, кроме четырёх вершин. Поэтому по №42 его

площадь равна . Следовательно,

Вот и вся геометрическая часть.

Пусть таких треугольников , внутренних целых точек , а граничных . Тогда площадь

Остаётся только найти . И здесь приходит №31.

В триангуляции

Пусть всего рёбер . Формула Эйлера для диска даёт

(мы не считаем внешнюю грань), то есть

С другой стороны, считаем стороны всех треугольников. Внутреннее ребро считается дважды, граничное один раз.

Граничных рёбер ровно , поэтому

Подставляем:

откуда

1

​каждый примитивный треугольник имеет площадь 1/2.

T I B

A = ​.
2

T

T

V = I + B.

E

V − E + T = 1

E = V + T − 1.

B

3T = 2E − B.

3T = 2(I + B + T − 1) − B,
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И следовательно

Получилась формула Пика:

Мне это доказательство нравится намного больше обычного «сначала прямоугольник, потом треугольник, потом

склеиваем». Оно показывает настоящую структуру:

Причём фактически мы узнали, что примитивный решёточный треугольник — атом площади .

А со «шнуровкой» связь действительно очень красивая.

Для ориентированного многоугольника с вершинами

формула шнуровки даёт

Для решёточного многоугольника каждое слагаемое — целое. Поэтому сразу видно первое важное следствие:

То есть площадь любого решёточного многоугольника всегда целая или полуцелая. Формула Пика объясняет почему

именно:

И если ориентировать границу против часовой стрелки, можно буквально приравнять две формулы:

Вот это уже замечательная связь. Слева находится чисто граничная координатная информация; справа — чисто

комбинаторная информация о решётке внутри и на границе.

То есть один и тот же объект измеряется двумя совершенно разными способами:

И вот здесь уже чувствуется нечто существенно более общее: интеграл/сумма по границе сообщает величину

внутри.

В непрерывной математике это теорема Грина / Стокса. Шнуровка фактически является дискретной версией формулы

Грина для площади:

А Пик — другая, решёточная дискретизация той же площади.

Поэтому я бы нарисовал портал №43 так:

T = 2I + B − 2.

A = ​ =
2

T
I + ​ −

2

B
1.

​.A = I + ​ − 1
2

B

​№31 Эйлер + №42 единичная решётка⟹№43 Пик.

1/2

(x ​, y ​), … , (x ​, y ​)1 1 n n

2A = ​ ​(x ​y ​ − x ​y ​) ​ .
i

∑ i i+1 i+1 i

​2A ∈ Z.

2A = 2I + B − 2.

​​(x ​y ​ − x ​y ​) = 2I + B − 2.
i

∑ i i+1 i+1 i

​​ ​ ​

граница

determinants / shoelace
det(v ​, v ​)∑ i i+1

внутренность

lattice-point counts
2I + B − 2

A = ​ (x dy −
2

1
∮ y dx).

​Пик⟷ шнуровка⟷ определитель⟷ Грин/Стокс.
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Есть ещё один очень красивый способ сформулировать связь. И формула Пика, и шнуровка аддитивны при разрезании

многоугольника. Поэтому достаточно проверить обе на наших атомах — примитивных треугольниках площади .

После этого они автоматически распространяются на любой решёточный многоугольник.

Вот это мне кажется наиболее арнольдовским прочтением №43: не отдельная занятная формула, а встреча сразу трёх

вещей — решётки, топологии (Эйлер) и определителя/площади. И в таком виде она уже совсем не кажется нудной.

9/25/2026, 3:31:14 PM · gpt-5-6-thinking

1/2
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Здорово! Шнуровка даже выглядит похоже на формулу Грина. Интересно, 

нельзя ли что-нибудь вывести из физических соображений (дивергенция и 

поток/ flux). Источники воды в целых точках и так далее. Что-то такое я где-то у 

кого-то, возможно, видел... :)) очень смутные воспоминания. Мне кажется 

YouTube.

9/25/2026, 3:46:24 PM

Да, такая линия существует, и она очень естественная: формула Пика действительно можно читать как

дискретную теорему Гаусса–Грина, где площадь играет роль суммарного «заряда» внутри, а граничная сумма —

поток через контур. Я попробую найти именно тот вариант с «источниками в узлах решётки» и, возможно, видео,

которое ты вспоминаешь.

Thinking

●
Formulating a lattice field

I’m exploring a distributional identity where lattice-point sources are balanced by a uniform background. A periodic vector field with 

divergence equal to the point comb minus one could connect flux, area, and lattice counts.

●
Formulated a lattice field

●
Refining the Gauss-law idea

I’m connecting Pick’s theorem to weighted lattice sources: interior points count fully, boundary points by angle or half-weight. The 

elegant picture works, but area still requires a carefully constructed periodic field or an equivalent tiling argument.

●
Refined the Gauss-law idea

●
Connecting flux and area

I’m separating two ideas: the vector field \(F=(x/2,y/2)\) gives area directly through outward flux and the shoelace formula, while Pick’s 

correction reflects boundary weights and polygonal turning.

●
Connected flux and area

●
Building the reformulation

I’m recognizing a clean route: define angular weights for lattice sources, prove equality on primitive lattice triangles, then extend by 

additive subdivision. The physical source picture becomes an intuitive reformulation of Pick’s theorem.

●
Built the reformulation

●
Searched 33 websites

✓ Worked for 1m 15s

Да! И тут, кажется, можно собрать очень красивую физическую картину - шнуровка, Грин/Гаусс и Пик действительно

ложатся друг на друга.

Самая чистая часть - шнуровка. Возьмём поле

Тогда

По теореме Гаусса-Грина поток через границу области равен

А вклад ориентированного ребра

F(x, y) = ​(x, y).
2

1

∇⋅ F = 1.

​ 1 dA =∬
P

A.

(x ​, y ​) →i i (x ​, y ​)i+1 i+1
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равен

Просуммировали по границе - и получили ровно shoelace:

То есть шнуровка - буквально вычисление потока однородного источника плотности . Это не просто «похоже на

формулу Грина» - это она и есть.

Очень вероятно, что твоя YouTube-ассоциация хотя бы частично отсюда: у Mathologer есть отличное видео Gauss's magic

shoelace area formula and its calculus companion, где именно связывается дискретная формула площади с её

интегральным вариантом. (Glasp)

Mathologer: Gauss's magic shoelace area formula and its calculus companion

Но теперь самое интересное - твои «источники воды в целых точках». Это тоже работает.

Поставим в каждой точке  одинаковый изотропный источник, выпускающий единицу воды во все направления.

Сколько воды «принадлежит» многоугольнику?

источник строго внутри - вся единица;

источник на середине стороны - половина;

источник в вершине с внутренним углом  - доля

Если у многоугольника  вершин, то невeршинных граничных целых точек . Поэтому суммарный «захваченный

поток» равен

Но

поэтому

То есть правая часть формулы Пика сама имеет совершенно естественное гидродинамическое истолкование:

И теперь предыдущая задача №42 даёт очень короткое доказательство, что это именно площадь.

Разрежем многоугольник на примитивные решёточные треугольники. Для такого треугольника нет никаких целых

точек, кроме трёх вершин. Источники в вершинах отдают внутрь доли

В сумме

А по №42 площадь примитивного треугольника тоже

​(x ​y ​ −
2

1
i i+1 x ​y ​).i+1 i

​.A = ​ ​(x ​y ​ − x ​y ​)
2

1

i

∑ i i+1 i+1 i

1

Z2

α

​
.

2π

α

n B − n

I + ​ +
2

B − n
​ ​α ​.

2π

1

j=1

∑
n

j

α ​
=∑ j (n − 2)π,

I + ​ +
2

B − n
​ =

2

n − 2
​.I + ​ − 1

2

B

​I + ​ − 1 = суммарная доля потоков решёточных источников, попадающая внутрь многоугольника.
2

B

, ​, ​.
2π

α

2π

β

2π

γ

​ =
2π

α + β + γ
​ =

2π

π
​.

2

1

​.
2

1
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Готово.

При склеивании треугольников:

площади складываются;

доли потоков тоже складываются - углы источников складываются.

Поэтому для любого решёточного многоугольника

Вот это мне нравится гораздо больше стандартного доказательства Пика.

И здесь вдруг становится понятен загадочный . Он не «поправочный член из воздуха». Он возникает из

То есть это уже топология/поворот границы. Фактически здесь совсем рядом Гаусс-Бонне: полный внешний поворот

простого замкнутого многоугольника равен . Современные обобщения формулы Пика действительно формулируются

через угловые веса и связываются с дискретной/кусочно-линейной Gauss-Bonnet. (Cut the Knot)

И получается удивительно цельная картинка:

А №42 говорит, почему для решётки эти две меры нормированы одинаково: один источник приходится на единицу

площади.

Это, по-моему, уже почти идеальное физическое прочтение связки 42 → 43. И ещё красивее: шнуровка даёт ту же

площадь как поток через границу, а Пик - как подсчёт источников внутри с правильными граничными весами. То

есть обе формулы становятся двумя вариантами одной идеи «объём внутри определяется тем, что происходит на/через

границе».

Sources

Gauss's magic shoelace area formula and its calculus companion | Glasp glasp.co

Pick's Theorem: Proof cut-the-knot.org

9/25/2026, 3:46:32 PM · gpt-5-6-thinking

​площадь = захваченный поток решёточных источников = I + ​ − 1.
2

B

−1

α =∑ (n − 2)π.

2π

​​ ​ ​

однородные источники в каждой точке плоскости

единичные источники в точках Z2

​

Gauss/Green

​

угловые доли

площадь

⇕
I + ​ − 1.2

B
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Да, и всю эту гидродинамику я видел раньше - возможно у матлогера. Очень 

красиво и очень интересно!

9/25/2026, 3:53:38 PM

Да, это очень похоже на Mathologer по стилю: взять дискретную формулу и внезапно показать за ней непрерывную

физическую картину.

И здесь особенно удачно, что №42 и №43 складываются в один сюжет: №42 говорит «плотность решётки = одна точка на

единицу площади», а №43 превращает подсчёт точек с угловыми/граничными весами в площадь. То есть формула Пика

перестаёт выглядеть как странное комбинаторное чудо и становится почти законом сохранения потока.

Мне кажется, это один из самых красивых «порталов» во всём списке Арнольда до сих пор.

9/25/2026, 3:53:42 PM · gpt-5-6-thinking
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Закончим эту серию задачей 44, и я, в общем, не вижу причин, почему мое 

рассуждение для плоскости не работало бы и в пространстве. Замостить мы, 

вроде, можем; на каждый п.будет в среднем приходиться одна точка (из 8) и 

так далее.

9/25/2026, 3:58:02 PM

Да, тот же плотностный аргумент должен переноситься почти без изменений: в 3D вместо фундаментального

параллелограмма будет фундаментальный параллелепипед, а «одна узловая точка в среднем» должна дать объём . Я

только сверю точную формулировку №44, чтобы проверить, нет ли там дополнительного условия или тонкости.

Thinking

●
Clarifying the argument

I’m confirming the numbering shift: the 2007 items appear to be 42, 43, and 44. The 3D analogue works through lattice tiling: an 

integer parallelepiped with only its vertices as lattice points must have unit volume.

●
Clarified the argument

●
Searched 6 websites

✓ Worked for 20s

Да - твое рассуждение работает в пространстве практически без изменений. И, думаю, именно это Арнольд и хочет

заметить в №44.

Пусть рёбра параллелепипеда - целочисленные векторы , и переносами на их целые комбинации мы замостим всё

пространство. Возьмём очень большой кусок этого замощения из  параллелепипедов. Во внутренней части каждая

вершина принадлежит 8 параллелепипедам, а у каждого параллелепипеда 8 вершин, так что в среднем действительно

получается одна узловая точка на параллелепипед. Граница вносит ошибку порядка площади поверхности, тогда как

число клеток растёт как объём; поэтому относительная ошибка стремится к нулю.

С другой стороны, в стандартной решётке  плотность узлов равна одной точке на единицу объёма. Значит, если объём

нашего параллелепипеда равен ,

Но тот же предел должен быть . Следовательно,

То есть это буквально трёхмерная версия доказательства №42. Единственное изменение - граничная ошибка теперь

 против основного члена , вместо  против  на плоскости. (StudFiles)

И отсюда сразу видно, что рассуждение вообще не трёхмерное:

На языке определителей это

То есть №42 и №44 - геометрическая версия понятия унимодулярного базиса.

Есть, кстати, ещё более короткое, но уже алгебраическое доказательство. Матрица  имеет целые элементы,

поэтому

положительное целое число. Если , подрешётка

1

u, v,w

N

Z3

V

​ ⟶
объём

число точек
​.

V

1

1

​.V = 1

O(R )2 O(R )3 O(R) O(R )2

​в R  фундаментальный параллелотоп примитивного базиса Z  имеет n-мерный объём 1.n n

∣ det(u ​, … ,u ​)∣ =1 n 1.

A = (u v w)

V = ∣ detA∣

V > 1
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имеет индекс  в . Тогда в фундаментальном параллелепипеде должен находиться представитель ещё одного

класса , то есть дополнительная целая точка. Противоречие. Поэтому .

Но для 5-15 твой аргумент с огромным замощённым объёмом гораздо лучше: плотность видна глазами.

И тут есть один интересный поворот после №43. В 2D мы получили не только утверждение о примитивном

параллелограмме, но целую формулу Пика. Возникает естественное ожидание:

а есть ли столь же простая формула «объём = внутренние точки + половина граничных + …» в 3D?

Вот тут начинается неприятность: простого трёхмерного аналога формулы Пика нет. Более того, существуют

решёточные тетраэдры без дополнительных решёточных точек на границе и внутри, но с произвольно большим объёмом

- тетраэдры Рива. Это классический способ увидеть, насколько 2D особенное.

Так что серия 42-44 имеет красивую развилку:

но

Мне кажется, это добавляет №44 смысла. Она показывает: то, что в №42 было действительно фундаментальным -

плотность, решётка, определитель - прекрасно переживает переход ; а более тонкая формула №43

уже нет.

И культурно это очень арнольдовская тема: после нескольких похожих утверждений спросить, какая именно часть

конструкции была настоящей, размерностно устойчивой идеей, а какая - счастливой случайностью плоскости?

Sources

Арнольд В.И. Задачи для детей от 5 до 15 лет - Стр 2 studfile.net

9/25/2026, 3:58:07 PM · gpt-5-6-thinking

L = Zu + Zv + Zw

V > 1 Z3

Z /L3 V = 1

​

плотность решётки / фундаментальная область
↓

работает в любой размерности

​

формула Пика

↓
особое чудо размерности 2.

2D → 3D
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Печально. Но, в трёхмерном случае у нас всё равно есть формула Гаусса, 

правильно (ну, какая-то разновидность общей формулы Стокса есть прилюбой 

размерности)? Можно ли из этого что-нибудь извлечь [как выше для 

двумерного случая]?

9/25/2026, 4:02:17 PM

Thinking

●
Clarifying lattice geometry

I’m distinguishing the divergence-theorem volume formula from lattice-point identities. Pick’s theorem has higher-dimensional 

analogues through Ehrhart theory and solid-angle sums, but no comparably simple universal boundary formula.

●
Clarified lattice geometry

✓ Worked for 13s

Да, совершенно правильно: формула Гаусса–Остроградского — это частный случай общей теоремы Стокса, и она

работает в любой размерности. Поэтому непрерывная половина нашей двумерной картины переносится в  без

малейшей проблемы. Ломается именно удивительное совпадение с простым подсчётом узлов решётки.

В трёхмерии можно взять

тогда

Следовательно, для тела 

Для многогранника это особенно красиво: на каждой плоской грани величина  постоянна и равна ориентированному

расстоянию  от начала координат до плоскости грани. Поэтому

с ориентированными знаками. Это точный трёхмерный аналог того, как shoelace превращает площадь в сумму вкладов

рёбер. Геометрически: разбиваем многогранник на пирамиды с общей вершиной в начале координат и основаниями-

гранями.

И более того, есть буквально «трёхмерная шнуровка». Если поверхность триангулирована и ориентирована, то объём

можно вычислить как сумму ориентированных объёмов тетраэдров

Это уже почти идеальный аналог

на плоскости.

То есть линия

3D

F(x, y, z) = ​(x, y, z),
3

1

∇⋅ F = 1.

P

​Vol(P ) = ​ ​ r ⋅ n dS.
3

1
∫

∂P

r ⋅ n

h ​F

​V = ​ ​h ​A ​

3

1

F

∑ F F

​V = ​ ​ det(a, b, c).
6

1

△abc

∑

A = ​ ​ det(v , v ​)
2

1

i

∑ i i+1

shoelace⟷ Green
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в  становится

И в  измерениях совершенно так же:

поэтому -мерный объём — поток через -мерную границу. Так что эта часть истории полностью размерностно

устойчива.

Но вот с источниками в целых точках происходит самое интересное.

В 2D мы давали каждой решёточной точке единичный радиальный источник. Тогда точка внутри даёт , на стороне —

, в вершине — долю . И чудо заключалось в том, что

потому что сумма углов многоугольника определяется только его топологией. Именно поэтому все угловые вклады

схлопываются в простой

В  можно сделать то же самое физически: в каждой решёточной точке поставить сферически симметричный

источник. Тогда:

внутренняя точка даёт ;

точка в относительной внутренности грани — ;

точка на ребре даёт долю, определяемую двугранным углом;

вершина — долю, равную её телесному углу, делённому на .

И вот здесь всё портится: сумма телесных углов вершин многогранника не определяется только числами .

Она зависит от формы.

Например, в плоском многоугольнике сумма внутренних углов фиксирована при данном числе вершин. А у тетраэдров

сумма телесных углов может меняться при деформации. Поэтому никакой простой формулы вида

возникнуть не может.

Вот где на самом деле прячется причина провала трёхмерного Пика.

Однако существует более сложный заменитель. Нужно учитывать не только точки, а геометрические данные всех

граней разных размерностей: объёмы, площади решёточных граней, рёбра с их арифметикой, двугранные углы и т. п.

Это уже приводит к теории Ehrhart.

Для решёточного многогранника  считаем количество целых точек в растянутом теле :

И неожиданно это полином степени . В :

Главный коэффициент — обычный объём. Следующий — половина некоторой нормированной решёточной площади

границы. А линейный коэффициент уже содержит ту дополнительную геометрию/арифметику, которой в двумерном

случае чудесным образом не потребовалось.

В размерности  Ehrhart-полином имеет вид

3D

determinant formula for volume⟷ Gauss divergence theorem.

n

F(x) = ​, divF =
n

x
1,

n (n − 1)

1

1/2 α/(2π)

​ ​ =
вершины

∑
2π

α ​i
​,

2

n − 2

I + ​
−

2

B
1.

3D

1

1/2

4π

V ,E,F

объём = I + ​(граница) +
2

1
константа

P tP

L ​(t) =P #(tP ∩ Z ).d

d 3D

​L ​(t) = V t + ​S ​t + более тонкий член ⋅ t + 1.P
3

2

1
lattice

2

2
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Подставляя :

откуда

То есть формула Пика оказывается двумерным частным случаем теории Эрхарта.

Мне кажется, это лучший ответ на наш вопрос:

И есть ещё красивый промежуточный объект — формулы с телесными углами. Вместо того чтобы просто считать

решёточные точки, им дают веса, равные доле полного телесного угла, которую занимает тело около точки. Это уже

действительно напоминает нашу «гидродинамику». В высших размерностях появляются соответствующие solid-angle

sums и дискретные аналоги Euler–Maclaurin.

То есть твоя физическая интуиция не ломается. Она говорит:

«объём должен быть связан с потоком и локальными угловыми вкладами».

И это верно. Просто в  угловая геометрия чудесно схлопывается благодаря

а в  приходится хранить гораздо больше информации.

Поэтому я бы записал культурный итог серии 42–44 так:

И это, пожалуй, даже красивее печального «в 3D формулы Пика нет»: Пик не исчезает — он оказывается

исключительно простым двумерным проявлением гораздо более общей теории.

9/25/2026, 4:02:30 PM · gpt-5-6-thinking

L ​(t) =P At +2
​t +

2

B
1.

t = 1

I + B = A + ​ +
2

B
1,

​.A = I + ​ − 1
2

B

​​

Gauss/Green/Stokes
переносится во все размерности;

​​

Pick
в 2D — необычайное упрощение

общей теории решёточных многогранников.

2D

углов =∑ (n − 2)π,

3D

​решётка → det → Пик → Грин/Гаусс → Ehrhart / Euler–Maclaurin.
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Да, но есть нюанс. В 44 Арнольд говорит о параллелепипедах (и только о них). 

А там с углами всё в порядке. Заполняем большой объем. Каждый п.содержит 

все внутренние точки, одну (в среднем) вершину, 1/4 от точек на ребрах, 1/2 от 

точек на гранях. И готова формула. Между прочим, 43 тоже только о 

параллелограммах и решается также. Но полная формула Пика, безусловно, 

лучше :))

9/25/2026, 4:49:06 PM

Thinking

●
Clarifying the formula

I’m checking what statement 44 specifically asks, because your proposed extension may require separate counts for interior, face, 

edge, and vertex lattice points. I’ll distinguish the genuinely general parallelepiped formula from the special cases in 42–43.

●
Deriving the count

I’m using the same tiling idea: interior points contribute 1, face-interior points 1/2, edge-interior points 1/4, and vertices contribute a 

total of 1. Thus \(V=I+\frac F2+\frac E4+1\).

●
Clarified the formula and derived the count

●
Searched 7 websites

✓ Worked for 26s

Да - это очень существенный нюанс. Я в предыдущем ответе слишком быстро ушёл от параллелепипеда Арнольда к

произвольному решёточному многограннику. Для параллелепипеда всё действительно остаётся почти столь же

прекрасно, как в 2D.

Пусть  - число целых точек строго внутри параллелепипеда,  - число точек в относительных внутренностях его шести

граней,  - число точек в относительных внутренностях двенадцати рёбер. Вершины, конечно, все целые.

Замостим пространство его переносами. Тогда каждая точка:

внутри ячейки принадлежит  параллелепипеду;

внутри грани - , поэтому на один приходится ;

внутри ребра - , поэтому ;

вершина - , поэтому .

У параллелепипеда восемь вершин, так что суммарный вершинный вклад равен . И плотностный аргумент

№42/44 сразу даёт

Вот это уже очень симпатичная трёхмерная формула Пика специально для параллелепипеда.

И совершенно верно: №43 в точной формулировке Арнольда тоже не утверждает общего Пика. Для параллелограмма,

если , а  - число точек на сторонах, не считая четырёх вершин, тот же аргумент замощения даёт прямо

А если обозначить через  общее число граничных точек, это превращается в

то есть уже узнаётся общая формула Пика. Арнольд, таким образом, даёт именно тот частный случай, который

решается одной идеей из №42, вообще без триангуляции. (Math.ru)

I F

E

1

2 1/2

4 1/4

8 1/8

8/8 = 1

​.V = I + ​F + ​E + 1
2

1

4

1
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​.S = I + ​ + 1
2

b
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S = I + ​ −
2
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И что особенно приятно: для №44 даже углы вообще не нужны. Ты правильно заметил. Вес  ребра и  вершины

возникает не из двугранного или телесного угла, а просто из того, сколько одинаковых параллелепипедов сходятся

там в трансляционном замощении. Это гораздо проще моей гидродинамической конструкции.

На самом деле есть ещё более чистый способ сказать то же самое. Сделаем параллелепипед полуоткрытым: например,

включим по одной из каждой пары противоположных граней, а другую исключим. Тогда каждая точка пространства

принадлежит ровно одной плитке - никакого дробного счёта границы вообще нет.

Число целых точек в таком полуоткрытом параллелепипеде равно его объёму:

Алгебраически это одновременно индекс подрешётки

А твоя формула

в некотором смысле симметризированная версия этого полуоткрытого подсчёта: вместо того чтобы произвольно

решить, кому принадлежит граничная точка, делим её поровну между соседними плитками.

Мне кажется, это очень красивое завершение серии:

Причём формула сразу обобщается на -мерный параллелотоп: точка в относительной внутренности грани

коразмерности  получает вес .

То есть в  измерениях

Вот это уже, по-моему, гораздо точнее передаёт замысел Арнольда, чем мой предыдущий экскурс к Риву: 42-44 -

единая серия о плотности решётки и фундаментальной области, а не попытка построить общий трёхмерный

Пик. И полная формула Пика - прекрасный бонус, который мы сами достраиваем из №43.

Sources

math.ru math.ru

9/25/2026, 4:49:14 PM · gpt-5-6-thinking

1/4 1/8

​#(P ​ ∩ Z ) = ∣ det(u, v,w)∣.half−open
3

[Z :3 ⟨u, v,w⟩].

I + ​F +
2

1
​E +

4

1
1

​42 :  одна точка на фундаментальную ячейку

​43 :  S = I + ​(точки на сторонах) + 1
2

1

​44 :  V = I + ​F + ​E + 1.
2

1

4

1

n

k 2−k

n

​Vol ​(P ) = ​ 2 .n

решёточные точки x∈P

∑ − codim(минимальной грани, содержащей x)
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Хорошо. Переходим к комбинаторике (в основном). Задача 45. Числа Фибоначчи, 

но и алгоритм Эвклида (который и можно использовать для доказательства), и 

можно найти связь с непрерывными дробями [одна из любимых тем Арнольда]. 

Искать связи чисел Фибоначчи не стоит: их слишком много [единственное что я 

бы отметил - это построение икосаэдра обсужденное выше].

9/26/2026, 8:29:49 AM

Да, здесь я бы тоже не распахивал весь зоопарк связей Фибоначчи. Гораздо интереснее удержать ту линию,

которая уже была у Арнольда: Евклид ↔ непрерывные дроби ↔ золотое сечение ↔ Фибоначчи. Я сверю точную

формулировку №45, чтобы понять, какой именно участок этой цепочки задача подсвечивает.

Thinking

●
Connecting Fibonacci and Euclid

I’m linking Lamé’s theorem to continued fractions and unimodular matrices: consecutive Fibonacci numbers maximize Euclidean 

divisions because their quotients are all one, while Cassini’s identity gives determinant ±1.

●
Connected Fibonacci numbers and Euclid's algorithm

●
Searched 1 website

✓ Worked for 27s

Да. И здесь, по-моему, есть одна связь, которую стоит обязательно добавить, потому что она не относится к

обычному «Фибоначчи встречаются повсюду»: числа Фибоначчи - это худший случай алгоритма Евклида.

В №45 Арнольд спрашивает . По рекурсии

алгоритм Евклида идёт буквально назад по последовательности:

Ответ:

Но здесь существенно то, что на каждом шаге частное равно 1:

Это заставляет алгоритм Евклида уменьшать числа настолько медленно, насколько вообще возможно. Поэтому если

алгоритм Евклида делает очень много шагов, минимальные возможные исходные числа - соседние числа Фибоначчи. Это

содержание классической оценки Ламе для сложности алгоритма Евклида.

То есть связь гораздо теснее, чем «Фибоначчи можно доказать Евклидом»:

Отсюда непрерывные дроби уже возникают автоматически. Отношение соседних чисел имеет конечную непрерывную

дробь с одними единицами:

А предел -

Поэтому одна цепочка совершенно естественная:

gcd(a ​, a ​)100 99

a ​ =n+1 a ​ +n a ​n−1

gcd(a ​, a ​) =n+1 n gcd(a ​, a ​) =n n−1 ⋯ = gcd(2, 1) = 1.

​.1

a ​ =n+1 1 ⋅ a ​ +n a ​.n−1

​Фибоначчи - экстремальные траектории алгоритма Евклида.

​ =
F ​n

F ​n+1 [1; 1, 1, … , 1].

φ = [1; 1, 1, 1, …].
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Причём Арнольд сам через десять задач, в №55, возвращается к той же последовательности и спрашивает предел

, получая золотое сечение. (Math.ru) Так что здесь, вероятно, действительно закладывается будущая линия, а не

просто случайно выбраны «кролики».

Есть ещё одна связь, которая особенно красиво попадает в наш предыдущий блок 42-44. Матрица

имеет степени

Так как

получаем тождество Кассини:

А это означает, что соседние фибоначчиевы векторы образуют унимодулярный базис решётки, то есть

параллелограмм площади  - ровно язык задач 42-44.

Получается неожиданный мост:

И это уже очень арнольдовская территория.

А золотое сечение я бы действительно связал только с тем, что мы уже видели: правильный пятиугольник, три золотых

прямоугольника и икосаэдр. Не надо добавлять кроликов, подсолнухи, раковины и весь стандартный фольклор.

Так что №45 я бы отметил кратко:

А дополнительный приятный сюрприз - унимодулярность, связывающая её с только что закончившейся серией о

решётках.

Sources

math.ru math.ru

9/26/2026, 8:29:59 AM · gpt-5-6-thinking

​Евклид⟷ непрерывные дроби⟷ F ​⟶ φ.n

a ​/a ​n+1 n

A = ​ ​ , detA =(
1
1

1
0
) −1,

A =n
​ ​ .(

F ​n+1

F ​n

F ​n

F ​n−1
)

detA =n (−1) ,n

F ​F ​ −n+1 n−1 F ​ =n
2 (−1) .n

1

​Фибоначчи ↔ det = ±1 ↔ SL(2, Z) ↔ решётки ↔ непрерывные дроби.

​главный портал: Евклид ↔ Fibonacci ↔ continued fractions ↔ φ.

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 145 / 269

https://math.ru/lib/files/pdf/5-15.pdf
https://math.ru/lib/files/pdf/5-15.pdf
https://www.chatgptexporter.com/


Да! Ты заметил гораздо больше связей с предыдущими задачами, чем я. ОК. 

Задача 46. Числа Каталана. Моя цепочка: рекурсивное определение [сумма 

произведений], которое особенно хорошо видно в случае полигонов [сумма: 

разбиваем по одной диагонали и умножаем значения для оставшейся пар], 

уравнение для производящей функции, сама функция, коэффициенты через 

число сочетаний. Другие варианты, где встречаются числа Каталана: например, 

скобочные структуры. Возможно, ты видишь какие-то другие подходы..

9/26/2026, 8:38:10 AM

Да — твоя цепочка уже очень хорошая и, пожалуй, самая естественная именно для задачи о триангуляциях:

Но есть ещё несколько подходов, и два из них я бы обязательно отметил.

Первый — скобки / бинарные деревья. Триангуляция -угольника эквивалентна полной расстановке скобок в

произведении из  множителей, а значит и полному бинарному дереву. Например,

Это не просто ещё одна модель чисел Каталана. Здесь появляется очень важная идея:

А дальше неожиданно возникает ассоциэдр Сташефа: его вершины — триангуляции многоугольника, а ребро

соответствует одному flip’у диагонали. То есть множество объектов Каталана само становится геометрическим

многогранником.

Вот это мне кажется особенно подходящим для нашего чтения Арнольда:

То есть опять комбинаторика неожиданно материализуется в геометрии.

Второй подход — пути Дика и принцип отражения. Рассмотрим пути из  в , состоящие из шагов вправо и

вверх и не заходящие по одну сторону диагонали. Всего путей

«Плохие» пути отражаем после первого пересечения диагонали; получаем биекцию с путями, которых

Поэтому

Это, по-моему, самое красивое прямое школьное доказательство явной формулы, потому что производящие

функции вообще не нужны.

И отсюда открывается ещё одна линия:

То есть числа Каталана появляются как вероятность того, что симметричное блуждание, возвращающееся в ноль, всё

время остаётся с одной стороны. Дальше уже Brownian excursion и вероятностные пределы — но это значительно

дальше.

Есть ещё третий мир — некрещивающиеся структуры. Помимо триангуляций:

триангуляции → C ​ =n C ​C ​ →∑ i n−1−i C(x) = 1 + xC(x) →2 C(x) = ​ →
2x

1 − ​1 − 4x
C ​ =n ​ ​ .

n + 1

1
(
n

2n
)

(n + 2)

n + 1

((ab)c)d, (ab)(cd), a(b(cd)), …

​триангуляции ↔ ассоциативность.

​Catalan → скобки → бинарные деревья → ассоциэдр.

(0, 0) (n,n)

​ .(
n

2n
)

​ .(
n + 1

2n
)

C ​ =n ​ −(
n

2n
) ​ =(

n + 1

2n
) ​ ​ .

n + 1

1
(
n

2n
)

Catalan → ballot problem → случайные блуждания.
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некрещивающиеся разбиения;

некрещивающиеся паросочетания;

Dyck paths;

rooted plane trees;

stack-sortable permutations;

231-avoiding permutations.

И здесь мне кажется важен не сам длинный список, а общий принцип:

Каталановы объекты возникают, когда есть рекурсивная структура «выбери корень → он разбивает объект на

независимую левую и правую части».

Именно поэтому постоянно появляется свёртка

То есть рекурсия не случайная формула — она отражает декомпозицию объекта в корне.

А производящая функция просто переводит эту комбинаторную операцию в алгебру:

Это уже хороший портал в общую аналитическую/алгебраическую комбинаторику:

Причём отсюда естественно возникает и формула Лагранжа для обращения рядов. Уравнение

можно считать одним из самых простых примеров, где из неявного функционального уравнения извлекаются явные

коэффициенты.

И ещё одна связь, которая, думаю, тебе понравится после группы задач 31–37: если рассматривать вращения

многоугольника, действующие на его триангуляциях, то появляются уже орбиты Каталановых объектов. А дальше

возникают cyclic sieving phenomenon и -аналоги чисел Каталана. Это уже соединяет №46 с нашей прежней линией

Но для самой задачи это, конечно, уже дальний портал.

Я бы поэтому выделил четыре действительно содержательных маршрута:

И из них ассоциэдр я бы особенно отметил как то, чего в твоей цепочке пока не было: он превращает задачу о подсчёте

триангуляций обратно в геометрию — очень приятное замыкание круга.

9/26/2026, 8:38:28 AM · gpt-5-6-thinking

C ​ =n ​C ​C ​.
k=0

∑
n−1

k n−1−k

две независимые части ⟷ C(x) .2

​комбинаторная декомпозиция ↔ функциональное уравнение производящей функции.

C = 1 + xC2

q

действия групп → орбиты → Пойа.

​​

1. рекурсия → производящие функции;
2. триангуляции ↔ скобки ↔ бинарные деревья → ассоциэдр;
3. Dyck paths → принцип отражения → явная формула;
4. некрещивающиеся структуры → общая Catalan combinatorics.
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Коль скоро ты заметил про двоичные деревья, я бы добавил ответвление Seven 

Trees in One (A.Blass, W.Lawvere) и то, что с этим связано.

9/26/2026, 8:45:51 AM

Thinking

●
Searched 9 websites

✓ Worked for a couple of seconds

Да - это очень хорошее ответвление, и оно как раз показывает, что числа Каталана ведут не только в «обычную»

комбинаторику, но и в довольно глубокую алгебру структур.

Для бинарных деревьев есть рекурсивное описание

то есть дерево - либо лист, либо упорядоченная пара деревьев. Это тот же тип рекурсии, который даёт числа Каталана.

А дальше Lawvere заметил удивительную вещь: из этого соотношения можно получить

То есть существует явная биекция между одним конечным бинарным деревом и семёркой бинарных деревьев.

Именно это Blass сделал конструктивно в статье Seven Trees in One; он подчёркивает, что биекция «особенно

элементарна»: чтобы её вычислить, достаточно смотреть в деревья только до фиксированной глубины. (ScienceDirect)

Почему именно 7? Если формально обращаться с

как с алгебраическим уравнением, то

откуда

Но, конечно, обычное вычитание множеств здесь недопустимо. Вся прелесть результата в том, что равенство, которое

формально получается с помощью отрицательных знаков, всё-таки реализуется настоящей положительной

биекцией. Хорошее изложение именно этой мотивации есть у Filmus. (U of T Computer Science)

И тут начинается уже очень богатая линия:

Blass прямо связывает вопрос с свободным коммутативным полукольцом на генераторе  с соотношением

Его главный результат говорит, грубо говоря, что если существование такой биекции доказывается в интуиционистской

теории типов, то можно получить и «особенно элементарную» биекцию. (ScienceDirect)

У Lawvere это входит в гораздо более широкий мотив: алгебраические тождества должны иногда

“объективироваться” как реальные изоморфизмы комбинаторных объектов. В его поздних воспоминаниях эта

история прямо описывается как попытка понять, какие тождества в полукольце реализуются биекциями между типами

данных. (The Lawvere Archives)

И тут появляется ещё одна очень современная связь: алгебраические типы данных. В информатике

T ≅ 1 + T ,2

T ≅7 T .

T = 1 + T 2

T =2 T − 1,

T =3 −1, T =6 1, T =7 T .

​бинарные деревья → T = 1 + T → полиномиальные типы → полукольца / rigs → теория типов и категорий.2

X

X = 1 + X .2

T = 1 + T × T
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буквально рекурсивный тип бинарного дерева. Сумма означает «либо/либо», произведение - «пара». Поэтому Seven

Trees in One - не просто комбинаторная диковинка, а пример того, как формальная алгебра типов данных может

выражать нетривиальные реальные изоморфизмы структур.

Так что к нашей карте для №46 я бы добавил отдельную ветку:

И это хорошее напоминание, что рекурсия Каталана важна не только потому, что позволяет вычислить . Она задаёт

сам объект рекурсивно, а дальше с этим объектом можно уже делать алгебру.

Sources

Seven trees in one - ScienceDirect sciencedirect.com

Seven Trees in One∗ cs.toronto.edu

F. W. LAWVERE’S MESSAGES TO THE CATEGORIES-LIST lawverearchives.com

9/26/2026, 8:45:55 AM · gpt-5-6-thinking

​Catalan → binary trees → T = 1 + T → Seven Trees in One → combinatorial species / type theory / category theory.2

C ​n
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Наверное, можно попробовать нарисовать картинку: в центре числа Каталана, а 

от них идут цепочки связей, уходящие вдаль.

9/26/2026, 8:54:43 AM

9/26/2026, 8:54:47 AM · gpt-5-6-thinking
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Задача 47. Можно догадаться, можно исследовать + простая 

индукция. Смотрится очень мелкой по сравнению с большинством.

9/26/2026, 9:03:10 AM

Thinking

●
Relating tree counts

I’m connecting the expression to rooted binary trees, Catalan numbers, and labeled phylogenetic trees. I’m checking how ordering 

children changes the count, since each internal node contributes a possible swap.

●
Related tree counts

●
Searched 1 website

✓ Worked for 39s

Да, если смотреть только на ответ, №47 кажется мелкой:

и для 

Индукция действительно почти мгновенная: расписание — это корневое полное бинарное дерево с  помеченными

листьями. Чтобы добавить новую команду к дереву с  листьями, её можно «подвесить» к любому из  рёбер

или поставить новый корень над старым деревом — всего  мест. Поэтому

Но после №46 задача внезапно становится гораздо интереснее. 46 и 47 — почти одна и та же задача о бинарных

деревьях, только меняется одна деталь.

В №46 при триангуляциях/скобках левая и правая ветви различаются: это плоское, или ordered, бинарное дерево.

Отсюда Каталан:

В №47 матч  не отличается от . Две ветви каждого внутреннего узла неупорядочены. Листья зато имеют

имена команд. Получаем rooted non-plane binary tree with labeled leaves.

И тогда есть замечательная непосредственная связь с Каталанами. Возьмём такое турнирное дерево и при каждом из

 внутренних узлов выберем, кто слева, кто справа. Получаем

плоских вариантов. С другой стороны, плоское бинарное дерево формы Каталана можно взять  способами и

расставить  различных команд на листьях  способами. Поэтому

и, подставляя

получаем

1, 3, 15, 105, … , T ​ =n (2n − 3)!!,

n = 10

T ​ =10 17!! = 34 459 425.

n

n − 1 2n − 4

2n − 3

T ​ =n (2n − 3)T ​.n−1

C ​.n−1

(A,B) (B,A)

n − 1

2n−1

C ​n−1

n n!

​T ​ = ​n 2n−1

n!C ​n−1

C ​ =n−1 ​ ​ ,
n

1
(
n − 1

2n − 2
)

T ​ =n (2n − 3)!!.
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То есть №47 — очень аккуратное продолжение №46:

Есть даже аналог твоей цепочки с производящей функцией. Здесь естественна уже экспоненциальная производящая

функция, потому что листья помечены. Если

то дерево — либо один лист, либо неупорядоченная пара деревьев:

Отсюда

и коэффициенты снова дают .

Это, по-моему, уже совсем не мелко: №46 и №47 показывают две фундаментальные комбинаторные операции:

— с оговоркой, что во втором случае мы работаем с помеченными структурами и EGF.

Это прямо язык комбинаторных видов (species), очень близкий к только что упомянутой нами линии Lawvere–Blass.

И есть замечательный прикладной портал: те же числа

считают корневые бинарные филогенетические деревья с  различными видами. Турнирная сетка и

эволюционное дерево — комбинаторно один и тот же объект. Поэтому отсюда путь идёт к phylogenetics, dendrograms и

иерархической кластеризации.

Так что я бы изменил первоначальный диагноз: вычислительно №47 действительно маленькая. Но в паре с №46 она

очень удачная:

Одна маленькая смена определения — и вместо Каталана возникает двойной факториал. Это уже вполне арнольдовская

вещь.

9/26/2026, 9:03:14 AM · gpt-5-6-thinking

​плоские бинарные деревья ⟶ неплоские бинарные деревья с помеченными листьями.

T (x) = ​T ​ ​,
n≥1

∑ n
n!

xn

​.T = x + ​

2

T 2

T (x) = 1 − ​,1 − 2x

(2n − 3)!!

ordered pair ↔ C = x + C ,2

unordered pair ↔ T = x + ​T
2

1 2

(2n − 3)!!

n

​Каталан: порядок ветвей важен ⟷ турнир: порядок ветвей не важен.
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Ага. Гораздо интереснее, чем я думал. А теперь обобщаем в сторону 

произвольных деревьев. Задача 48: формула Кэли [Cayley formula]. К 

сожалению, элементарного доказательства я не знаю. Арнольд, вероятно, имел 

в виду лишь рекурсивное определение. Какие у тебя мысли по этлму поводу?

9/26/2026, 9:08:17 AM

Да, здесь естественный следующий шаг после №47 — уйти от бинарных деревьев к всем помеченным деревьям. И тут

я бы тоже различал две вещи: что, вероятно, хотел Арнольд как школьную задачу, и какое доказательство формулы

Кэли лучше всего подходит нашему стилю.

Thinking

●
Searched 26 websites

✓ Worked for 30s

Да - и здесь твоя догадка о намерении Арнольда подтверждается почти буквально. В опубликованных решениях он

пишет: ответ , это формула Кэли; «известно несколько доказательств, ни одно из которых не является коротким и

элементарным», поэтому он ограничивается рекурсией для числа деревьев . (Scribd)

Он считает деревья с отмеченным ребром двумя способами и получает

И затем предлагает проверить, что

удовлетворяет этой рекурсии. (Scribd)

Так что да: Арнольд не ожидал от ребёнка доказательства формулы Кэли. Цель задачи, видимо,

исследовательская: посчитать , найти закономерность, а затем понять рекурсивную структуру.

Но я бы всё-таки поспорил с фразой «нет элементарного доказательства» - или, точнее, с тем, как мы сегодня её

воспринимаем. Есть доказательство через код Прюфера, которое школьнику вполне доступно. Оно не арнольдовски

короткое, но концептуально очень простое. Стандартные источники именно так доказывают формулу Кэли. (Nagoya

University Math)

Код Прюфера

Есть  помеченных вершин .

Из дерева последовательно:

1. берём лист с наименьшим номером;

2. записываем номер его единственного соседа;

3. удаляем этот лист.

Когда останутся две вершины, останавливаемся.

Мы получили последовательность длины :

Например, дерево превратилось в что-то вроде

nn−2

T ​n

​2T ​ = n ​ ​ T ​T ​.n

m=1

∑
n−1

(
m − 1

n − 2
) m n−m

T ​ =n nn−2

1, 3, 16, 125, …

n 1, … ,n

n − 2

(a ​, a ​, … , a ​), a ​ ∈1 2 n−2 i {1, … ,n}.

(4, 4, 2, 7, …).
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Главный факт: из этой последовательности дерево восстанавливается однозначно.

При восстановлении снова берём наименьший номер, который не встречается в оставшейся части кода, соединяем его с

первым элементом кода, удаляем этот элемент - и повторяем. В конце соединяем две оставшиеся вершины.

Таким образом,

А справа последовательностей просто

Получаем

Мне кажется, для хорошего 12-15-летнего школьника это абсолютно доступно. Трудность лишь в том, чтобы аккуратно

доказать обратимость алгоритма.

Но ещё интереснее №48 после наших №46-47.

Получается прекрасная лестница:

То есть ограничения последовательно снимаются:

Это уже выглядит совершенно намеренной мини-серией.

И Прюфер добавляет новую арнольдовскую тему:

Дерево, у которого может быть совершенно произвольная форма, кодируется просто строкой из  чисел от  до .

Это напоминает многие хорошие комбинаторные биекции: вместо того чтобы считать объект, найдём для него

неожиданно простой язык.

Есть ещё одна чудесная деталь кода Прюфера:

И отсюда мгновенно следует более сильная формула: число деревьев с заданными степенями

равно

Потому что в коде вершина  должна встретиться ровно  раз.

Это уже очень характерный портал:

Например, если выбрать случайную последовательность Прюфера из  равновероятных, мы автоматически получаем

равномерно случайное помеченное дерево. Степени тогда связаны с обычной задачей о размещении  шаров по

 ящикам.

И вот это неожиданно соединяет деревья с вероятностью.

​{помеченные деревья на n вершинах}⟷ {1, … ,n} .n−2

n .n−2

​.T ​ = nn
n−2

​​ ​ ​

46

47

48

:

:

:

плоские бинарные деревья → C ​,n
неплоские бинарные деревья с метками → (2n − 3)!!,

произвольные помеченные деревья → n .n−2

binary ordered → binary unordered → arbitrary tree.

​сложный объект⟷ очень простой код.

n − 2 1 n

​deg(v) = 1 + число появлений v в коде.

d ​, … , d ​, d ​ =1 n ∑ i 2n − 2,

​​.
(d ​ − 1)! ⋯ (d ​ − 1)!1 n

(n − 2)!

i d ​ −i 1

Cayley → Pr fer →ü degree sequences → random trees.

nn−2

n − 2

n
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А есть ещё доказательство Жояля

После нашего разговора о Lawvere/Blass оно особенно уместно. Жояль в 1981 году дал очень красивое биективное

доказательство формулы Кэли; оно стало одним из источников его теории combinatorial species. Есть хорошее

визуальное изложение этого доказательства. (Golem)

В нём удобнее считать деревья с двумя отмеченными вершинами. Их

Путь между двумя отмеченными вершинами выделяется, а всё остальное превращается в лес корневых деревьев,

прикреплённых к этому пути. После хитрой перекодировки получается число

откуда

Это более концептуально, чем Прюфер, но менее очевидно при первом знакомстве. Зато линия

прямо продолжает наше ответвление №46 → Seven Trees in One.

Поэтому для нашей культурной карты я бы №48 записал так:

А по поводу Арнольда: да, мы теперь точно знаем, что твоя реконструкция верна. Он сознательно не доказывает

Кэли, а даёт рекурсию. И это само по себе показательно: в сборнике от 5 до 15 задача может быть не «докажи

известную теорему», а проведи эксперимент, найди закон и доберись до структурной рекурсии. (Scribd)

Sources

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com

Prüfer encoding and a proof of Cayley's tree formula math.nagoya-u.ac.jp

A Visual Telling of Joyal's Proof Of Cayley's Formula golem.ph.utexas.edu

9/26/2026, 9:08:21 AM · gpt-5-6-thinking

n T ​.2
n

n ,n

n T ​ =2
n n , T ​ =n

n n .n−2

​деревья → биекции Жояля → combinatorial species

​Catalan trees → binary labeled trees → Cayley trees → Pr fer codes / Joyal species.ü
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Далее группа задач 49-51. В 49 мы строим рекурсию, разбивая по n 

(наибольшему числу). В 50 у нас явно появляется производящая функция (и мы 

доказываем, что она производящая используя то, что она удовлетворяет той же 

рекурсии). В 51 нам надо найти производящую функцию, используя 

предыдущую. Технически всё довольно сложно, но связь я вижу только одну: 

производящии функции и как с ними обращаться.

9/26/2026, 9:22:14 AM

Да, я тоже подозреваю, что это в первую очередь мини-курс по производящим функциям, но, возможно, там есть

ещё скрытая единая комбинаторная структура: часто такие тройки задач идут через разбиения, перестановки или

композиции, а рекурсия и производящая функция — уже два языка для одного объекта. Я сверю точные формулировки

49–51, чтобы не додумывать лишнего.

Thinking

●
Connecting the mathematics

I’m confirming the key ideas: alternating permutations use Euler zigzag numbers, whose exponential generating function is \(\sec 

x+\tan x\). The binomial convolution reflects splitting labels, while differentiation mirrors the recurrence elegantly.

●
Connected the mathematics

●
Searched 11 websites

✓ Worked for 49s

Да - как серия 49-51 это прежде всего очень хороший маленький курс по производящим функциям, но я бы

добавил несколько вещей, которые делают её существенно интереснее.

Во-первых, это не просто производящие функции, а именно экспоненциальные производящие функции. И причина

здесь содержательная: мы считаем перестановки, то есть структуры на помеченных объектах. У Арнольда  - число

alternating/up-down permutations («змей») длины ; это так называемые числа Эйлера-Андре, или Euler zigzag numbers. Их

общая EGF равна

Нечётная часть даёт , чётная - . Именно эту связь alternating permutations с  установил Дезире Андре

в 1879-1881 годах. (MathWorld)

Но самое красивое, по-моему, - почему EGF здесь естественна. Ты сказал: в №49 разбиваем по положению

максимального элемента . Если максимум стоит в некоторой вершине «змеи», то слева и справа получаются две

независимые меньшие змеи. Но сначала надо выбрать, какие именно метки из  уйдут налево, а какие

направо. Поэтому в рекурсии возникает биномиальный коэффициент

И вот экспоненциальная производящая функция делает ровно такую биномиальную свёртку обычным произведением:

Это гораздо более содержательный урок, чем просто «вот ещё один удобный ряд»:

И это очень красиво связывает №49 с №46. У Каталана было

s ​n

n

​s ​ ​ =
n≥0

∑ n
n!

xn
secx + tanx.

tanx secx tanx, secx

n

1, … ,n − 1

​ .(
k

n − 1
)

​ a ​b ​ ⟷(
k

n
) k n−k A(x)B(x).

​EGF естественна там, где мы разбиваем набор помеченных элементов на части.

C ​ =n C ​C ​,∑ k n−1−k
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потому что объекты не были помечены, и обычная производящая функция превращала свёртку в .

У змей появляется

потому что надо ещё распределить метки, - и естественной становится экспоненциальная производящая функция.

То есть рядом стоят два фундаментальных шаблона:

Это уже прямой вход в то, что мы недавно называли combinatorial species.

Вторая красивая вещь - уравнение для функции буквально повторяет комбинаторную рекурсию. Для нечётной части

получается

а единственное решение -

То есть тождество

оказывается аналитической тенью операции «поставить максимальный элемент и разбить перестановку на две

части».

Это очень в духе Арнольда:

Для чётной части №51 затем получается

и здесь можно использовать уже найденный , например через

То есть три задачи выстроены очень методично:

Есть ещё один историко-математический портал: коэффициенты  - tangent numbers, коэффициенты  -

secant/Euler numbers. (MathWorld) А tangent numbers выражаются через числа Бернулли. То есть от этих детских

«змей» есть дорога к

Я бы пока не развивал её - следующая серия Арнольда как раз уходит к эйлерову произведению и , так что,

возможно, мы ещё вернёмся к этому и увидим реальную сцепку.

И последнее: эти  имеют ещё одно очень чистое описание - это число линейных продолжений zig-zag poset. (OEIS) То

есть условие

можно воспринимать не как странное условие на перестановку, а как подсчёт линейных порядков, совместимых с

частичным порядком

C(x)2

​ s ​s ​,∑(
k

n
) k n−k

​ ​​

непомеченные рекурсивные объекты
↓

ordinary GF
​

помеченные рекурсивные объекты
↓

exponential GF.

T (x) =′ 1 + T (x) , T (0) =2 0,

T (x) = tanx.

(tanx) =′ 1 + tan x2

​комбинаторная декомпозиция⟷ дифференциальное уравнение.

S(x) = secx,

T = tanx

S (x) =′ S(x)T (x), S(0) = 1.

​49: объект  →  рекурсия; 50: рекурсия  →  ODE  → tan; 51: тот же объект  → sec .

tanx secx

Bernoulli numbers → ζ(2n) → Euler.

ζ(2)

s ​n

x ​ <1 x ​ >2 x ​ <3 ⋯

1 < 2 > 3 < 4 > ⋯ .
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Отсюда дверь в теорию частичных порядков и linear extensions.

Но центральный смысл серии, на мой взгляд, такой:

То есть ты прав: тема одна - производящие функции. Но Арнольд показывает не просто «как ими манипулировать», а

почему именно такая производящая функция возникает из комбинаторики. Это существенно глубже.

Sources

Euler Zigzag Number -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

A000111 - OEIS oeis.org

9/26/2026, 9:22:20 AM · gpt-5-6-thinking

рекурсивное разбиение помеченного объекта → биномиальная свёртка → экспоненциальная производящая функция → диффе
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Да, связь комбинаторики и дифференциальных уравнений - это очень типично 

для Арнольда. Я, правда, не видел у него других ссылок [в других книгах] на 

числа Эйлера-Андре. Может, поищешь?

9/26/2026, 9:29:49 AM

Да, поищу именно у Арнольда, а не просто в литературе о числах Эйлера–Андре: упоминания «змей», alternating

permutations, tangent/secant numbers, , возможно в Lectures and Problems, Arnold’s Problems, мемуарах или

лекциях по комбинаторике/дифференциальным уравнениям. Если прямых упоминаний окажется мало, это само по себе

будет показательно.

Thinking

●
Исследуя ссылки

Я нашёл сильную связь с работами Арнольда о змейках, числах Бернулли—Эйлера, группах Коксетера и особенностях 

функций. Сейчас уточняю точные названия публикаций и проверяю, где эта тема появляется в книгах.

●
Исследовал ссылки

●
Уточняя источники

Да, я нашёл прямые публикации: работа 1991 года связывает числа Бернулли—Эйлера с особенностями функций, а статья 

1992 года развивает «исчисление змеек». Сейчас я сопоставляю их с более обзорными книгами Арнольда.

●
Уточнил источники

●
Связывая комбинаторику

Да, связь оказалась глубокой: числа Бернулли—Эйлера возникают при подсчёте максимальных морсификаций особенностей, 

а «змейки» обобщаются через группы Коксетера, диаграммы бифуркаций и пространства морсификаций.

●
Связывал комбинаторные методы

●
Searched 31 websites

✓ Worked for 46s

Да - и тут нашлось гораздо больше, чем я ожидал. Для Арнольда числа Эйлера-Андре были не случайным эпизодом в

«Задачах от 5 до 15», а отдельной исследовательской темой начала 1990-х.

Самое прямое продолжение - статья 1991 года в Duke Mathematical Journal с совершенно недвусмысленным названием:

“Bernoulli-Euler updown numbers associated with function singularities, their combinatorics and arithmetics”. То

есть те самые up-down permutations он связывает уже не с элементарной комбинаторикой, а с особенностями функций.

(Steklov Mathematical Institute)

А затем в 1992 году появляется большая, примерно 50-страничная работа:

«Исчисление змей и комбинаторика чисел Бернулли, Эйлера и Спрингера групп Кокстера».

И содержание там прямо замечательное для нашего разговора:

глава I - перечислительная комбинаторика змей;

числа и треугольники змей;

рекуррентные соотношения;

экспоненциальные производящие функции;

затем совершенно другой мир:

конусы Спрингера;

пространства морсификаций;

бифуркационные диаграммы и страты Максвелла;

tanx + secx
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классификация особенностей. (Math-Net.Ru)

То есть наша маленькая цепочка

у самого Арнольда продолжается примерно так:

И это уже очень арнольдовская история.

Особенно сильный факт: в этой линии число Эйлера  оказывается числом максимальных морсификаций

особенности . То есть число, которое в задачах 49-51 возникает как количество змей/коэффициент  или ,

одновременно считает топологически различные способы расщепления вырожденной критической точки на простые

морсовские критические точки. Это именно тот мост «комбинаторика ↔ анализ/теория особенностей», который ты имел

в виду. (Strathclyde Combinatorics Group)

И Арнольд пошёл дальше классических чисел Андре. Для групп Кокстера типов  он вводит обобщённые, в том

числе знаковые змеи; соответствующие количества дают числа Спрингера. Современная литература до сих пор

говорит об Arnold families и -snakes именно в этом смысле. (arXiv)

Рядом стоят ещё две его работы того же периода:

“Springer numbers and Morsification spaces”;

“Congruences for Euler, Bernoulli and Springer numbers of Coxeter groups”.

То есть он исследует одновременно комбинаторику, топологию и арифметику этих последовательностей. (Math-

Net.Ru)

Причём это не какой-то периферийный эпизод его наследия. Шестой том современных Collected Works Арнольда,

посвящённый 1992-1995 годам, фактически начинается именно этим блоком: Bernoulli-Euler updown numbers →

congruences → calculus of snakes → Springer numbers and morsification spaces. Издатели прямо называют среди основных

тем тома combinatorics of Bernoulli, Euler and Springer numbers. (Springer)

Так что я бы существенно повысил статус задач 49-51 в нашей карте. Это не просто:

Это детский вход в тему, которой он сам профессионально занимался.

И появляется ещё одна связь с нашим предыдущим блоком о многогранниках. Там было:

Здесь:

То есть снова конечная комбинаторная игрушка оказывается видимой моделью гораздо более абстрактной

структуры.

И даже более конкретно: группы Кокстера - это группы, порождённые отражениями. Мы только что встретили их

культурно через симметрии многогранников ; а теперь они снова возникают через обобщённые змеи и числа

Спрингера. Так что две казавшиеся раздельными арнольдовские линии начинают сходиться.

Есть ещё любопытная деталь: я нашёл вторичный источник о counting snakes, который ссылается на популярную статью

Арнольда “Why Study Mathematics?” в Quantum, 1994, стр. 24-31. Сам журнал подтверждает существование именно

этой статьи Арнольда. (NSTA) Я пока не видел достаточно надёжного полного текста, чтобы утверждать, насколько

подробно там обсуждаются змеи, но это похоже на ещё один случай, когда он выносил эту тему из профессиональной

работы обратно в математическое просвещение.

А вот в стандартных его учебниках - ОДУ, Математические методы классической механики и т. п. - прямых ссылок на

Euler-André numbers я пока не нашёл. Основной арнольдовский кластер явно приходится на 1991-1994 годы и теорию

особенностей.

змеи → рекурсия → tanx, secx

alternating permutations → Euler/Bernoulli numbers → Coxeter groups → singularities → morsifications → bifurcation diag

E ​d

xd+1 sec tan

B ​,D ​n n

β ​n

«Арнольд решил показать детям производящие функции».

Платоновы тела → группы симметрий → A ​ →5 Галуа.

змеи → числа Эйлера → группы Кокстера → теория особенностей.

A ​,B ​,H ​3 3 3
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Так что твоё замечание «связь комбинаторики и дифференциальных уравнений типична для Арнольда» здесь можно

даже усилить. В задачах 49-51 мы видим самый элементарный этаж:

А у взрослого Арнольда тот же объект поднимается этажами выше:

Вот это уже, по-моему, очень ценный кусок нашего культурного контекста Арнольда.

Sources

Список публикаций mi.ras.ru

Uspekhi Mat. Nauk 47:1 (1992), 3-45 mathnet.ru

St94__Permutation_Statistics.dvi combinatorics.cis.strath.ac.uk

Springer Numbers and Arnold Families Revisited arxiv.org

VLADIMIR I. ARNOLD—Collected Works: Dynamics, Combinatorics, and Invariants of Knots, Curves, and Wave Fronts 1992–

1995 | Springer Nature Link link.springer.com

Quantum: The Magazine of Math and Science | NSTA nsta.org

9/26/2026, 9:29:53 AM · gpt-5-6-thinking

комбинаторная рекурсия ↔ y =′ 1 + y .2

​змеи → tan / sec → Euler-Bernoulli → Coxeter → особенности и бифуркации.
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[https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf]

(https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf) Вот ссылка на Quantum, и змеи там 

обсуждаются. Да, безусловно, это часть культурного контекста Арнольда - 

причём такая, о которой я не знал раньше (начало 1990х). Спасибо!

9/26/2026, 9:40:10 AM

Да, это уже отличное прямое свидетельство. Ссылка на сам номер Quantum намного лучше вторичных упоминаний:

можно увидеть, как Арнольд сам популяризует “змей” почти одновременно со своими профессиональными

работами начала 1990-х. Я быстро посмотрю соответствующие страницы — тут как раз интересно сравнить язык

популярной статьи с исследовательской линией.

Thinking

●
Searched 4 websites

✓ Worked for 24s

Да - и эта ссылка очень удачно закрывает вопрос. В Quantum видно, что «змеи» для Арнольда были не просто

техническим сюжетом из статьи по теории особенностей, а примером того, зачем вообще заниматься математикой.

NSTA датирует статью Why Study Mathematics? сентябрём-октябрём 1994 года, стр. 24-31. (NSTA)

Причём там цепочка почти ровно та, которую мы реконструировали. Арнольд сначала рассматривает числа Бернулли-

Эйлера и производящую функцию

а затем переинтерпретирует те же числа как число топологических типов “змей” - графиков вещественных

многочленов с различными вещественными критическими значениями. Он классифицирует змей по высоте хвоста,

получает тот же рекуррентный треугольник и прямо связывает его края с коэффициентами  и . (NSTA)

И особенно арнольдовский момент: чтобы получить рекурсию, он предлагает взять у змеи самый высокий локальный

максимум и вытянуть его вверх до бесконечности. Змея разрывается на две более короткие змеи. То есть

комбинаторическое произведение/свёртка возникает буквально из геометрической операции над графиком функции.

(NSTA)

Это уже почти идеальная иллюстрация его метода:

И теперь задачи 49-51 действительно стоит воспринимать иначе. Это не просто упражнения «на технику производящих

функций». Они дают школьную, совершенно элементарную модель темы, которой Арнольд примерно в те же годы

занимался профессионально: Euler-Bernoulli numbers, snakes, Coxeter groups, morsifications и singularities.

Для нашего гуманитарного «портрета Арнольда» это особенно ценно: видно движение в обе стороны. Он не только

берёт детскую задачу и показывает, куда она ведёт во взрослой математике; он берёт собственную современную

исследовательскую тему и возвращает её школьникам в виде картинок, змей и простых рекурсий.

Так что я бы отметил 49-51 в нашей карте каким-нибудь специальным знаком: здесь мы имеем редкий случай, когда

можем почти документально проследить

И спасибо за сам PDF - это гораздо более сильный источник, чем та вторичная ссылка, которую я нашёл раньше.

Sources

Quantum: The Magazine of Math and Science | NSTA nsta.org

sec t + tan t,

tanx secx

​картинка → классификация → комбинаторная рекурсия → производящая функция → дифференциальное уравнение.

​детская задача⟷ актуальная математика самого Арнольда.

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 162 / 269

https://www.nsta.org/quantum-magazine-math-and-science?utm_source=chatgpt.com
https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://www.nsta.org/quantum-magazine-math-and-science?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


n TU SEPTEMBER/OCTOBER 1 994 $5.e5 at - <.--.;.', static.nsta.org

9/26/2026, 9:40:16 AM · gpt-5-6-thinking

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 163 / 269

https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


Задача 52. Продолжая тему Эйлера [следующая тоже её продолжит]. Ну, 

формула супер-известная, рамификации: дзета функция, Гипотеза Римана, всё 

понятно. Но сама задача, по моим ощущениям стоит, как то, особняком, вне 

культурного контекста. Надеюсь, что я ошибаюсь.

9/26/2026, 9:45:32 AM

Есть шанс, что №52 как раз не случайный одинокий Euler fact, а кусок более широкой арнольдовской линии «Эйлер

как модель математика»: элементарный тождественный факт → неожиданное произведение → теория чисел/анализ. Я

сверю точную формулировку 52–53 и посмотрю, встречается ли этот сюжет у Арнольда в других книгах или

воспоминаниях.

Thinking

●
Connecting Euler’s sequence

I’m recognizing tasks 52–54 as a deliberate progression: Euler’s product, ζ(2), and the probability that two integers are coprime. Their 

shared history suggests they belong together, rather than standing alone.

●
Connected Euler’s sequence

●
Strengthening the connection

I’m updating the sequence: an earlier numbering places these problems together, and a later mathematical essay explicitly links Euler 

products, ζ(2), and coprime probability. That makes the progression look intentional, not accidental.

●
Strengthened the connection

●
Searched 20 websites

✓ Worked for 1m 10s

Вот здесь, наоборот, выясняется, что №52 очень плотно сидит внутри культурного контекста Арнольда - и,

кажется, мы до сих пор просто не замечали, насколько сознательно построена последовательность 49-54.

Самое сильное свидетельство я нашёл у самого Арнольда в «Экспериментальной математике» (2005). Он буквально идёт

по такой цепочке: сначала обсуждает производящие функции и произведения геометрических прогрессий, а затем

говорит: применим тот же приём к произведению по простым. Раскрывая

мы получаем каждый член  ровно один раз, потому что

единственным образом. Именно так он выводит эйлерово произведение. (MCCME)

И вот тут обнаруживается первая связь, которой мы не видели:

То есть №52 - не внезапный прыжок в теорию чисел. Он продолжает ровно предыдущую технику, только вместо

комбинаторных объектов мы «перечисляем» натуральные числа по их простым множителям.

Каждый простой  ведёт себя почти как независимая переменная:

означает: взять  в степени . А произведение по всем простым означает независимо выбрать показатели всех

простых. Единственность разложения гарантирует, что каждое натуральное число получится ровно один раз.

Это почти multiplicative generating function.

​ ​ =
p

∏
1 − p−s

1
​(1 +

p

∏ p +−s p +−2s ⋯ ),

1/ns

n = 2 3 5 ⋯a2 a ​3 a ​5

​49-51: производящие функции ⟶ 52: арифметическая производящая функция.

p

1 + p +−s p +−2s ⋯

p 0, 1, 2, …
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И особенно убедительно, что Арнольд в «Экспериментальной математике» делает переход буквально от обычной

производящей функции для одночленов к эйлерову произведению. То есть наша последовательность задач практически

повторяет его собственный способ изложения. (MCCME)

Но дальше ещё интереснее. В том же месте Арнольд сразу после произведения Эйлера пишет о

а затем - о вероятности несократимости дроби:

Он прямо связывает возникновение дзета-функции у Эйлера с экспериментальным исследованием вероятности

сократимости дробей. (MCCME)

А это ведь буквально следующие задачи нашего списка:

То есть это не одна задача, стоящая особняком. Это трёхчастная эйлеровская сюита.

И, похоже, очень сознательная.

Более того, Арнольд повторяет практически ту же цепь в своей книге 2003 года «Группы Эйлера и арифметика

геометрических прогрессий»: вероятность несократимости -мерного целого вектора равна ; затем он выводит

произведение Эйлера из единственности разложения и отдельно напоминает . (MCCME)

То есть этот материал был для него совершенно живым. Он даже написал целую книгу про «эйлерову» арифметику, а в

позднем английском сборнике Lectures and Problems большая часть Euler Groups and Arithmetic of Geometric

Progressions стоит непосредственно перед Problems for Children 5 to 15. (Krisostomus)

И здесь появляется ещё один арнольдовский мотив - арифметика как динамика и статистика, а не только

доказательство теорем.

Например, вероятность того, что два случайных числа оба делятся на простой , равна

Вероятность, что они не оба делятся на ,

Для всех простых:

И вдруг число , казалось бы чисто геометрическое, появляется в плотности видимых точек целочисленной

решётки.

Это, кстати, связывает №54 обратно с нашими №42-44. Точка  соответствует несократимой дроби тогда и

только тогда, когда на отрезке от начала координат до  нет другой целой точки.

То есть

ζ(2) = ​,
6

π2

P (gcd(p, q) = 1) = ​ =
ζ(2)

1
​.

π2

6

​52 :  ​(1 − p ) = ζ(s)
p

∏ −s −1

​53 :  ζ(2) = ​

6

π2

​54 :  P (gcd(p, q) = 1) = ​.
π2

6

m 1/ζ(m)

ζ(2) = π /62

p

​.
p2

1

p

1 − ​.
p2

1

P (gcd = 1) = 1 − ​ =
p

∏(
p2

1
) ​ =

ζ(2)

1
​.

π2

6

π

(p, q) ∈ Z2

(p, q)

​gcd(p, q) = 1 ⟺ (p, q) - примитивный решёточный вектор.
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А мы только что несколько задач подряд обсуждали фундаментальные параллелограммы, примитивные решётки,

плотность целых точек и .

Так что возникает ещё одна цепь:

И даже №29/38-39 сюда возвращаются: там простые числа проявлялись через делимость и Фробениус; здесь простые

становятся независимыми множителями, из которых собираются натуральные числа.

Поэтому я бы теперь нарисовал весь кусок примерно так:

Причём №52 - центральный мост:

Так что здесь ты, к счастью, ошибся именно в желательную сторону. 🙂 №52, пожалуй, одна из наиболее культурно

встроенных задач этой части списка.

А гипотеза Римана - уже очень дальняя ветка. Для самого арнольдовского маршрута значительно важнее то, что рядом:

Эйлер, производящие функции, простые множители, статистика целых точек и вероятность взаимной

простоты.

Sources

mccme.ru mccme.ru

Lectures and Problems: A Gift to Young Mathematicians - V. I. Arnold, Dmitry Fuchs, Mark Saul - 9781470422592 - Raamat |

Kriso.ee kriso.ee

9/26/2026, 9:45:36 AM · gpt-5-6-thinking

det = ±1

​42-44 :  решётки → 54 :  примитивные точки решётки → ​.
π2

6

​​ ​ ​ ​ ​ ​ ​

49-51
EGF

перечисление

⟶
52

Euler product
простые множители

⟶
53
ζ(2)
π /62

⟶
54

P (gcd = 1)
6/π2

​производящая функция ⟶ единственность разложения на простые ⟶ дзета-функция.
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Ты совершенно прав: 52, 53, 54 - это серия, и она имеет связи с предыдущими 

задачами. Хорошо, что я ошибся! Задача 55: снова Фибоначчи и золотое 

сечение. Возможен переход к задаче 56 (непрерывные дроби). Для меня путь к 

решению таков: линейная рекурсия, стандартные методы решения линейных 

рекурсий (напоминающие метод решения линейных дифференциальных 

уравнений, кстати), то есть подстановка экспоненты с неизвестным 

основанием, нахождение замкнутого решения (формула Бине) и его 

использование для вычисления отношения. Я немного отвлекусь на 

алгоритмические методы: самый быстрый метод оценки: это главная часть 

формулы Бине (то есть, φ^n/sqrt(5)); но мой любимый метод: матрицы 2×2 с 

алгоритмом быстрого возведения в степень [тут, кстати, есть хорошее 

ответвление в  Kleene star semirings, и очень многие алгоритмы использу,т эту 

идею]. Но алгоритмы - это часть моего культурного контекста, не Арнольда 

(насколько я знаю).

9/26/2026, 10:47:00 AM

Да, тут у тебя уже очень богатая развилка: линейная рекурсия ↔ характеристическое уравнение ↔ Бине ↔

собственные значения матрицы ↔ непрерывная дробь для . Я бы проверил именно арнольдовскую сторону

матричного подхода: не обязательно Fibonacci как алгоритм, а его привычку видеть линейную динамику через матрицы,

спектр и итерации.

Thinking

●
Tracing the connection

I’m linking the Fibonacci matrix to linear recurrences, eigenvalues, continued fractions, and the Arnold cat map. I’m also separating the 

user’s algorithmic construction from historical claims about Arnold’s emphasis.

●
Traced the connection

●
Connecting recurrence methods

I’m emphasizing a cleaner bridge: ratios of consecutive Fibonacci numbers satisfy \(x_{n+1}=1+1/x_n\), producing a continued 

fraction converging to the golden ratio. The matrix viewpoint connects this to linear recurrences, eigenvalues, and the Arnold cat map.

●
Connected recurrence methods

●
Searched 18 websites

✓ Worked for 40s

И вот здесь неожиданно выясняется, что твоя матричная ветка всё-таки частично принадлежит и культурному

контексту Арнольда - причём очень красиво.

Для самой №55 я бы различил два решения.

Твоё - через характеристическое уравнение - совершенно естественно:

откуда корни

затем Бине

и сразу

φ

F ​ =n+1 F ​ +n F ​, λ =n−1
2 λ + 1,

φ = ​, −φ ,
2

1 + ​5 −1

F ​ =n ​,
​5

φ − (−φ)n −n

​ →
F ​n

F ​n+1
φ.
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И да, аналогия с линейными ОДУ не поверхностная: экспонента является собственным решением оператора сдвига

ровно так же, как  - собственного дифференциального оператора. Характеристический полином делает в обоих

случаях одну и ту же работу.

Но если смотреть на положение №55 перед №56, я думаю, Арнольд мог хотеть ещё более короткий путь. Положим

Тогда

Следовательно,

и предел, если он существует, удовлетворяет

то есть . Чётные и нечётные приближения зажимают  с разных сторон, так что существование предела тоже

доказывается элементарно.

А это уже буквально переход

Арнольд в своих лекциях о квадратичных иррациональностях специально использует золотое сечение как основной

пример

а затем переходит к теореме Лагранжа о периодических цепных дробях квадратичных иррациональностей. (Math-

Net.Ru)

Но теперь матрица. Запишем

Тогда

Это сразу объединяет:

Бине - диагонализация ;

золотое сечение - главное собственное значение ;

отношение соседних Фибоначчи - направление главного собственного вектора;

Кассини - ;

наши решётки №42-45 - унимодулярность.

А теперь сюрприз:

Это ровно матрица знаменитого Arnold cat map:

n

eλt

x ​ =n ​.
F ​n

F ​n+1

x ​ =n+1 1 + ​.
x ​n

1

x ​ =n 1 + ​,

1 + ​

1 + ⋯

1

1

x = 1 + ​,
x

1

x = φ φ

​№55 Fibonacci⟶№56 continued fractions.

φ = [1, 1, 1, …],

Q = ​ ​ .(
1
1

1
0
)

Q =n
​ ​ .(

F ​n+1

F ​n

F ​n

F ​n−1
)

Q

Q

detQ =n (−1)n

​Q = ​ ​ .2 (
2
1

1
1
)

(x, y) ↦ (2x + y, x + y) (mod 1),
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который Арнольд использовал как элементарную модель гиперболической хаотической динамики на двумерном торе.

(Scholarpedia)

Причём собственные значения cat map:

а устойчивое и неустойчивое направления опять задаются золотым сечением. MathWorld явно выписывает собственное

направление с наклоном . (MathWorld)

Вот это, по-моему, замечательное дополнение к нашей культурной карте:

И это ещё раз связывает с решётками: поскольку , матрица действует на

то есть именно на плоскости modulo целочисленная решётка - той самой решётке, с которой мы жили в №42-44.

Поэтому у нас образуется довольно впечатляющий узел:

Что касается твоей чисто алгоритмической ветки: fast exponentiation для  - да, это  матричных умножений;

дальше обобщение на матрицы над полукольцами, Kleene star, пути в графах, shortest paths, transitive closure и т. д. -

совершенно реальная и очень богатая линия. Но пока я не вижу оснований приписывать именно эту алгоритмическую

интерпретацию Арнольду.

Зато сам переход

ему уже вполне родной - и cat map делает это буквально, а не метафорически.

Так что №55 неожиданно соединяет уже минимум четыре наших прежних сюжета: Фибоначчи №45, решётки 42-44,

золотое сечение/икосаэдр №32 и теперь динамические системы Арнольда. Это гораздо богаче, чем кажется по

формулировке задачи.

Sources

Видеотека: В. И. Арнольд, Квадратичные иррациональные числа, их цепные дроби и их палиндромы. Лекция первая

mathnet.ru

Arnold Cat Map - Scholarpedia scholarpedia.org

Arnold's Cat Map -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

9/26/2026, 10:47:08 AM · gpt-5-6-thinking

φ =2
​, φ =

2

3 + ​5 −2
​,

2

3 − ​5

φ

​Fibonacci → Q = ​ ​ → Q = ​ ​ → Arnold cat map → гиперболическая динамика.(
1
1

1
0
) 2 (

2
1

1
1
)

detQ =2 1

T =2 R /Z ,2 2

​ ​ ​ ​ ​

continued fractions
↓
φ

↙
F ​n

↘
Arnold cat map.

↘

↙

matrices
↓

SL(2, Z)

Qn O(log n)

рекурсия → матрица → собственные значения → динамика
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Задача 56. Арнольд посвятил книжку цепным дробям. В данном случае то, что 

последовательность сходится следует из алгоритма вытягивания носов (по 

крайней мере,  неформально). Дальше выписываем квадратичное уравнение, к 

корням которого она только и может сходится. Обычно возникает вопрос: какой 

корень и почему. Но, в общем и целом, эта задача явно отсылка к книжке 

Арнольда (а там много чего: целочисленные решетки и движение планет, в 

частности).

9/26/2026, 10:57:00 AM

Да, здесь связь с Арнольдом уже почти прямая: №56 выглядит как маленький «входной билет» в его собственную

геометрию цепных дробей. Я бы только аккуратно разложил, что именно в задаче элементарно, а что уже открывается

дальше в его книге: решётки, , гиперболическая геометрия и даже динамика.

Thinking

●
Identifying the problem

I’m inferring that task 56 concerns an infinite continued fraction with a repeating \(1,2\) pattern. I’ll verify the interpretation, then 

derive its value by setting the repeating expression equal to \(x\) and solving the resulting quadratic.

●
Connecting mathematics and context

I’m emphasizing that the positive root is selected because the continued fraction exceeds \(1\). I’m also relating the exercise to 

periodic continued fractions, quadratic irrationals, lattice geometry, and resonance patterns in planetary motion.

●
Connected mathematics with contextual understanding

●
Searched 15 websites

✓ Worked for 31s

Да. И мне кажется, здесь есть ещё одна очень хорошая связь с предыдущими задачами: №56 - это не просто «ещё одна

цепная дробь», а маленький пример того, что периодическая цепная дробь = неподвижное направление

целочисленного линейного преобразования.

У Арнольда в №56 в издании 2007 года фактически стоит

Из периодичности сразу

поэтому

Все конечные подходящие дроби положительны и , так что остаётся

Но арнольдовская геометрия позволяет увидеть за этим больше.

Каждый шаг цепной дроби

соответствует матрице

SL(2, Z)

x = [1; 2, 1, 2, 1, 2, …].

x = 1 + ​,
2 + ​

x
1

1

2x −2 2x − 1 = 0, x = ​.
2

1 ± ​3

> 1

​.x = ​

2

1 + ​3

x ↦ a + ​

x

1

( )
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Период  даёт

А наша бесконечная периодическая дробь - это неподвижный наклон этого преобразования. Уравнение

и есть то же квадратное уравнение.

То есть:

Это очень красиво соединяется с №42-45: опять целочисленная решётка, определитель , унимодулярные

преобразования. И с №55: там матрица Фибоначчи

имела главным собственным направлением золотое сечение; здесь происходит ровно тот же механизм, только для

другой периодической цепной дроби.

Так что №55-56 можно даже читать как пару:

И это уже детская версия теоремы Лагранжа: квадратичные иррациональности - именно числа с периодическими

цепными дробями. В своей брошюре «Цепные дроби» Арнольд именно это и подчёркивает: геометрия выпуклых

оболочек целых точек приводит к периодичности для корней квадратных уравнений. (MCCME)

Твой «алгоритм вытягивания носов» здесь особенно уместен. У Арнольда цепная дробь - не столько вложенная формула,

сколько геометрия луча относительно решётки. Он прямо пишет, что разложение зависит прежде всего от взаимного

положения прямой и целочисленной решётки; последовательные подходящие дроби возникают как вершины

соответствующей ломаной. (Scribd)

И да, связь с движением планет у него совершенно явная, а не наша ассоциация. В начале лекций он обсуждает почти-

комменсурабельность периодов Юпитера и Сатурна, примерно , и знаменитое «великое неравенство»: хорошие

рациональные приближения периодов создают сильные долгопериодические возмущения. Арнольд именно отсюда

мотивирует практическую важность цепных дробей, после чего говорит, что эта арифметика оказывается геометрией

чисел. (www.slideshare.net)

Поэтому культурная цепочка у него действительно огромная:

и в прикладную сторону

Брошюра Арнольда 2001 года прямо заявляет связи цепных дробей с рациональными приближениями, динамическими

системами и геометрией выпуклых многоугольников; позднее он занимался и многомерными цепными дробями. (MCCME)

Так что №56 я бы отметил как одну из задач, где культурный контекст практически несомненен: это

микроскопический образ целой книги Арнольда. Причём особенно удачно она стоит после №55: золотое сечение

показывает период , а №56 - уже настоящий период .

A ​ =a ​ ​ .(
a

1
1
0
)

1, 2

A ​A ​ =1 2 ​ ​ , det =(
3
2

1
1
) 1.

x = ​

2x + 1

3x + 1

​периодическая цепная дробь ↔ гиперболическая матрица из SL(2, Z) ↔ квадратичная иррациональность.

1

​ ​(
1
1

1
0
)

​ ​​

Fibonacci
↓

[1; 1, 1, 1, …]
↓
φ

​

period (1, 2)
↓

[1; 2, 1, 2, …]
↓

(1 + ​)/2.3

2 : 5

​рациональные приближения → Евклид → цепные дроби → решётки → SL(2, Z) → динамические системы

​резонансы → приближения рациональными → небесная механика.

1 2
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Sources

Библиотека «Математическое просвещение» В. И. Арно old.mccme.ru

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com

Lectures And Problems A Gift To Young Mathematicians 1st Edition Arnold | PDF slideshare.net

9/26/2026, 10:57:05 AM · gpt-5-6-thinking
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Задача 57: многочлены Чебышева. Ну, у многочленов Чебышева приложений и 

связей много - можно, наверное, их кратко перечислить для общей картины. Но 

наша сверхзадача - культурный контекст Арнольда. Я помню, что он 

интересовался фигурами Лиссажу.. возможно, аппроксимации..

9/26/2026, 11:05:44 AM

Да, здесь лучше разделить два уровня: обычная “карта применений” Чебышёва и то, что реально проходит через

Арнольда. Я посмотрю именно второе: упоминания многочленов Чебышёва, фигур Лиссажу, экстремальных/

аппроксимационных задач и возможные связи с его динамикой и геометрией.

Thinking

●
Verifying the reference

I’m confirming the edition and problem numbering before answering. The available context strongly suggests problem 57 concerns 

Chebyshev polynomials arising from Lissajous curves, with Arnold connecting geometric mechanics, oscillations, and polynomial 

structure.

●
Verified the reference

●
Tracing Arnold’s context

I’m narrowing the connection to Arnold’s treatment of Lissajous figures, where frequency ratios generate Chebyshev polynomials. I’ll 

briefly add approximation and singularity theory as broader mathematical context, without overstating weaker links.

●
Connecting the themes

I’m organizing the overview around approximation, interpolation, quadrature, spectral computation, and dynamics. The strongest 

Arnold connection is Lissajous geometry: frequency multiplication turns trigonometric identities into Chebyshev polynomials, linking 

mechanics with algebra and singularity theory.

●
Traced Arnold’s context and connected the themes

●
Searched 36 websites

✓ Worked for 44s

Да - и здесь культурный контекст Арнольда оказался даже сильнее, чем линия аппроксимаций.

Сама №57 в издании 2007 просит найти

то есть фактически открыть

Рекурсия

сразу доказывает, что это действительно многочлен степени . (Math.ru)

Для общей карты у Чебышёвых многочленов я бы отметил лишь несколько главных ветвей:

наилучшее равномерное приближение / minimax и теорема об альтернансе;

ортогональные многочлены, чебышёвские узлы, интерполяция и подавление феномена Рунге;

численные и спектральные методы, быстрые и устойчивые аппроксимации;

тригонометрия и гармонический анализ:  превращает  в ;

динамика:

cos 3(arccosx), cos 4(arccosx), cosn(arccosx),

T ​(x) =n cos(n arccosx).

T ​ =n+1 2xT ​ −n T ​n−1

n

x = cos θ T ​(x)n cosnθ

T ​(T ​(x)) =m n T ​(x),mn
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то есть умножение угла превращается в итерацию многочленов;

экстремальность:

нормированный  - многочлен с заданным старшим коэффициентом, минимизирующий максимум модуля на .

Но для Арнольда я бы поставил на первое место совсем другое.

1. Лиссажу - ты помнил совершенно точно

В Математических методах классической механики, в самом начале, при обсуждении системы с двумя степенями

свободы, Арнольд рассматривает фигуры Лиссажу. И прямо пишет:

если одна частота в  раз больше другой, то среди соответствующих фигур Лиссажу есть график многочлена степени

; этот многочлен называется многочленом Чебышёва.

После этого он предлагает доказать: при рациональном отношении частот фигура Лиссажу - замкнутая алгебраическая

кривая, а при иррациональном - всюду плотно заполняет прямоугольник. (DjVu Online)

Это почти идеальный арнольдовский контекст для №57:

и затем

То есть многочлен Чебышёва у Арнольда рождается не из теории приближений, а из механики и динамики.

Это очень характерно.

Можно даже параметризовать:

Устраняем :

И вот совершенно элементарная школьная формула оказывается частным случаем резонансной фигуры Лиссажу.

2. И есть гораздо более глубокая профессиональная связь Арнольда

В Задачах Арнольда есть проблема 1976-21: «Многочлены Чебышева от многих переменных».

Там Арнольд предлагает с каждой конечнократной критической точкой функции связать её собственный «многочлен

Чебышёва»: морсификацию с минимально возможным числом критических значений. И специально замечает, что

обычные многочлены Чебышёва возникают из одномерных особенностей типа . Затем спрашивает, какие

замечательные свойства обычных  сохраняются в многомерном случае. (DjVu Online)

Вот это уже очень серьёзно:

И теперь становится понятно, почему Чебышёв особенно естественен там.

У  все критические точки простые, а критических значений всего два:

То есть огромное количество критических точек упаковано в минимально возможное число критических уровней. Это

чрезвычайно специальный экстремальный объект.

В теории приближений та же экстремальность проявляется иначе:  равномерно «касается» уровней , чередуя их

 раз. Поэтому альтернанс Чебышёва и арнольдовская идея «минимум критических значений» выглядят как две

стороны одной геометрии.

T ​n [−1, 1]

n

n

​два гармонических осциллятора → Лиссажу → отношение частот → T ​n

​рациональное отношение ↔ замкнутая орбита, иррациональное ↔ плотная орбита.

x = cos t, y = cosnt.

t

y = T ​(x).n

zn

T ​n

​T ​ → критические точки и критические значения → морсификации → теория особенностей.n

T ​n

+1, −1.

T ​n ±1

n + 1
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Вот тут линия аппроксимаций, которую ты вспомнил, всё-таки возвращается - но уже более содержательно:

Я не нашёл пока свидетельства, что именно теорию приближений Чебышёва Арнольд особенно продвигал в своих

книгах. Поэтому не стал бы приписывать ему этот мотив. А вот Лиссажу и многомерные Чебышёвы в теории

особенностей - прямые свидетельства.

И есть ещё очень красивая динамическая интерпретация, близкая его культуре:

То есть сложное на вид полиномиальное отображение отрезка  - это просто умножение угла на , если перейти

к правильной координате.

Отсюда автоматически:

Это прямо любимый арнольдовский приём:

найти координату, в которой нелинейное явление становится тривиальным.

Так что я бы карту №57 нарисовал так:

И для культурного портрета Арнольда две жирные ветки здесь - Лиссажу и теория особенностей. Это явно не

случайно попавший в сборник известный многочлен.

Sources

В. И. АРНОЛЬД math.ru

Математические методы классической механики - Арнольд В.И. - 1989 djvu.online

9/26/2026, 11:05:50 AM · gpt-5-6-thinking

​экстремальность в approximation theory⟷ экстремальная организация критических значений.

T ​(cos θ) =n cosnθ.

[−1, 1] n

T ​ ∘m T ​ =n T ​.mn

​​ ​ ​

↙
Лиссажу / резонансы

↓
динамика на торе

↘

T ​(x) = cos(n arccosx)n

критические значения / особенности

↘
minimax approximation

↓
альтернанс

↙
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Задача 58. Мои ассоциации: Алгебраическая Теория Чисел, Дискретное 

Преобразование Фурье, что-то в таком духе. А, ещё характеры (то есть, Теория 

Групп). Роль этой задачи в культурном контексте Арнольда мне непонятна.

9/26/2026, 11:16:27 AM

Здесь я бы сначала точно восстановил саму №58, потому что твои ассоциации — алгебраическая теория чисел, ДПФ,

характеры — уже намекают на корни из единицы, а там у Арнольда может быть очень конкретная культурная линия.

Потом отделю «общие связи» от того, что реально характерно именно для него.

Thinking

●
Connecting mathematical themes

I’m identifying the exact finite sum and its orthogonality result, then relating roots of unity to cyclic groups, Fourier analysis, rotations, 

finite fields, and possible broader mathematical themes.

●
Connected mathematical themes

●
Verifying broader connections

I’m sharpening the explanation around cyclic-character orthogonality and the discrete Fourier transform. I’m also checking how roots of 

unity connect to complex rotations, cyclotomic arithmetic, and singularity theory through finite-order monodromy.

●
Verified broader connections

●
Searched 37 websites

✓ Worked for 48s

Да - здесь твои ассоциации очень точны. И я бы сказал, что непосредственно математический смысл №58 даже

проще и чище, чем “алгебраическая теория чисел”: это первый крошечный пример ортогональности характеров

циклической группы.

Если

то Арнольд просит вычислить

Получаем

Именно такой ответ дан и в его решении. (Scribd)

Элементарно это просто конечная геометрическая прогрессия:

при .

Но если изменить язык, получается гораздо больше.

ДПФ и характеры - фактически та же формула

Характеры группы

ε = e ,2πi/n

S ​ =k ​(ε ) .
j=0

∑
n−1

j k

​S ​ = ​ ​k {
n,

0,

n ∣ k,

n ∤ k.

S ​ =k ​ =
1 − εk
1 − εkn

0

ε =k
 1

C ​ =n Z/nZ
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имеют вид

И №58 утверждает:

То есть это самое первое соотношение ортогональности характеров.

А матрица

именно матрица дискретного преобразования Фурье.

Поэтому цепочка совсем прямая:

Формула №58 буквально говорит: ненулевая частота имеет нулевое среднее.

И отсюда появляется чрезвычайно полезный root-of-unity filter:

выбирает из ряда  ровно коэффициенты с

То есть это уже дверь обратно в нашу комбинаторику и производящие функции.

Алгебраическая теория чисел

Здесь я бы только уточнил: сама №58 использует все -е корни из единицы. Алгебраическая теория чисел начинается

особенно явно, когда выделяем примитивные корни.

Тогда появляются

И тут мы опять встречаем нашу прежнюю линию:

То есть №58 можно соединить даже с блоком 31-37, хотя уже совсем другим путём.

А что здесь именно арнольдовского?

Вот тут ответ оказался интереснее, чем я ожидал.

С одной стороны, я не нашёл свидетельства, что комплексные корни из единицы или ДПФ были для Арнольда

самостоятельной любимой темой вроде цепных дробей, змей или особенностей. Поэтому я не стал бы придумывать

специальную мотивацию через FFT.

Но задача чрезвычайно естественно стоит на пересечении трёх очень арнольдовских миров.

Первый - комплексные числа как геометрия вращений. В той же книге Lectures and Problems перед задачами

помещена целая большая лекция Geometry of Complex Numbers, Quaternions, and Spins: комплексные числа, движения

плоскости, кватернионы, спины, косы. (Krisostomus)

Корни из единицы здесь - наиболее элементарная конечная система вращений:

χ ​(j) =k e .2πikj/n

​χ ​(j) =
j∈C ​n

∑ k ​ ​{
n,

0,

χ ​ = 1,k

χ ​ = 1.k 

(e ) ​

2πijk/n
j,k

​корни из единицы → характеры C ​ → ортогональность → DFT/FFT.n

​ ​ε F (ε )
n

1

j=0

∑
n−1

−rj j

F (x) = a ​x∑ m
m

m ≡ r (mod n).

n

Φ ​(x), Q(ζ ​), Gal(Q(ζ ​)/Q) ≃n n n (Z/nZ) .×

​циклические группы → поля → Галуа.

z ↦ εz.
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То есть

можно буквально увидеть как правильный -угольник.

Второй мир - его Euler Groups and Arithmetic of Geometric Progressions, стоящий в том же сборнике. Там Арнольд

систематически рассматривает циклические группы, порядки элементов, генераторы, примитивные корни modulo  и

динамику геометрических прогрессий. (Scribd)

Конечно, надо не смешивать:

комплексный примитивный корень из единицы;

primitive root modulo .

Но структурная идея одна:

Поэтому №58 прекрасно тренирует именно эту картинку.

И есть гораздо более глубокая связь с профессиональным Арнольдом: монодромия

Вот это, пожалуй, наиболее интересный культурный портал.

В теории особенностей Арнольда огромную роль играет монодромия: обходим критическое значение и смотрим, какое

линейное преобразование это вызывает на гомологиях.

Для простых особенностей  классическая монодромия является элементом Кокстера. Её собственные значения

имеют вид

где  - число Кокстера. То есть это буквально корни из единицы. (Arnold Mathematical Journal)

А в более общей теории изолированных особенностей теорема о монодромии говорит, что собственные значения

монодромии - корни из единицы (точнее, монодромия квазиунипотентна). (Serdica Mathematical Journal)

И тут возникает замечательная цепочка:

Это уже очень-очень арнольдовский мир.

Причём посмотри, как наши старые линии опять встречаются. Мы уже дошли через Платоновы тела до групп Кокстера. А

теперь в монодромии простой особенности:

а спектр элемента Кокстера состоит из корней из единицы. Арнольд прямо связывал монодромию -особенностей

с группами Кокстера. (Math-Net.Ru)

Получается почти замкнутый круг:

Поэтому я бы №58 сейчас оценил так.

Ближний портал:

Арифметический портал:

C ​n

n

p

p

​степени одного элемента бегают по циклической группе.

A,D,E

​,e2πik ​/hj

h

​правильный n-угольник → корни из единицы → циклическая группа → спектр оператора → монодромия особенностей.

группа монодромии ↔ Weyl/Coxeter,

A,D,E

​​ ​ ​

многогранники

корни из единицы

→

←

Coxeter groups
↓

монодромия.

​циклическая группа → характеры → Fourier.
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Арнольдовский профессиональный портал:

И последний мне кажется культурно самым ценным. Не уверен, что Арнольд именно его имел в виду, составляя №58 -

доказательств этого у нас нет. Но в общей карте его математики корни из единицы совершенно точно не являются

чужеродным элементом: они возникают в самом сердце его теории особенностей.

Sources

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com

Lectures and Problems: A Gift to Young Mathematicians - V. I. Arnold, Dmitry Fuchs, Mark Saul - 9781470422592 - Raamat |

Kriso.ee kriso.ee

Arnold Math J. amj.math.stonybrook.edu

Provided for non-commercial research and educational use. serdica.math.bas.bg

Math-Net.Ru mathnet.ru

9/26/2026, 11:16:34 AM · gpt-5-6-thinking

​cyclotomic fields → Galois theory.

​roots of unity → spectra → monodromy → singularity theory.
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Один важный момент: решения задач, на которые ты ссылаешься, принадлежат 

не Арнольду, а переводчику [который, впрочем, хорошо знал Арнольда]. У меня 

есть подозрения, что некоторые из решений Арнольд бы отвергнул.

9/26/2026, 11:21:45 AM

Да, это важная поправка. Я буду дальше строго разделять три слоя:

формулировка задачи Арнольда;

то, что сам Арнольд писал или говорил по теме в книгах, лекциях, статьях, мемуарах;

решения/комментарии переводчика или редактора - полезные, но не свидетельство того, как решил бы сам

Арнольд.

И твое подозрение вполне разумно: у Арнольда был очень узнаваемый стиль - геометризация, инварианты, быстрые

оценки, смена точки зрения, минимум тяжёлой техники. Поэтому некоторые стандартные «учебниковые» решения

действительно могли бы быть ему чужды.

Для нашей сверхзадачи - реконструкции культурного контекста Арнольда - это различие критически важно. Буду явно

маркировать, где у нас прямое свидетельство Арнольда, а где лишь естественная математическая интерпретация.

9/26/2026, 11:21:52 AM · gpt-5-6-thinking
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Да, это важно. Задача 59. Я не знаю, почему Арнольд выбрал именно эти 

кривые, но связь этой задачи с культурным наследием Арнольда очевидна: 

теория особенностей, теория катастроф (книга "Теория катастроф"). 

Элементарное изложение можно найти и в "Барроу, Гук, ..." [там вообще много 

можно найти из его культурного контекста - очень богатая, в этом смысле, 

книга.]

9/26/2026, 11:26:19 AM

Да, здесь я бы тоже поставил №59 почти в категорию «прямой автограф Арнольда»: не просто красивая кривая, а

минимальный школьный вход в язык особенностей. Я сверю точную формулировку и попробую понять, почему

именно эти кривые — возможно, выбор связан не только с катастрофами, но и с тем, что их особенности особенно

наглядно классифицируются.

Thinking

●
Analyzing curve tasks

I’m identifying task 59 from the edition mismatch. The likely curves are \(x=\cos 2t,\ y=\sin 3t\) and \(x=t^3-3t,\ y=t^4-2t^2\); I’m 

examining their self-intersections and singular behavior.

●
Analyzed curve tasks

●
Classifying singularities

I’m recognizing that \(x=t^3-3t,\ y=t^4-2t^2\) has cusps at \(t=\pm1\). Expanding locally shows matching quadratic tangent terms 

and a nonzero cubic correction, indicating ordinary semicubical cusps.

●
Comparing singularities

I’m seeing a deliberate contrast: the Lissajous curve has a node at \((-1/2,0)\), while the polynomial curve has cusps at \(t=\pm1\) and 

a self-intersection at \((0,3)\).

●
Classified and compared singularities

●
Refining the classification

I’m confirming the second curve’s full structure: cusps occur at \((-2,-1)\) and \((2,-1)\), while \(t=\pm\sqrt3\) produce a transverse node 

at \((0,3)\).

●
Connecting historical context

I’m linking these examples to both classical parametric geometry and singularity theory. The first is a Lissajous curve; the second is a 

richer singular curve, likely chosen to cultivate geometric intuition through explicit parametrizations.

●
Refined classification and connected historical context

●
Distinguishing singular behavior

I’m separating stalled parametrizations from genuine singular points. In the Lissajous example, some zero velocities trace smooth 

branches, while \((-1/2,0)\) is a node; the polynomial example adds genuine cusps and another transverse node.

●
Searched 33 websites

✓ Worked for 1m 41s

Да - и здесь нашлось очень сильное подтверждение, причём оно немного меняет акцент.

Самая непосредственная арнольдовская связь №59, похоже, даже не теория катастроф, а его педагогическая

программа: математик должен уметь видеть кривую по формулам.

Арнольд в статье «О преподавании математики» 1997 года приводит буквально вторую кривую из этой задачи:

и жалуется, что нарисовать такую параметрически заданную кривую оказалось практически невозможно для студентов

ENS. Он добавляет, что от Лопиталя до Гурса такое умение считалось элементарной частью ремесла математика. (Math-

Net.Ru)

x = t −3 3t, y = t −4 2t ,2
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То есть выбор именно этой кривой вовсе не случаен. Для Арнольда она была почти эмблемой утраченной

геометрической культуры.

И она действительно очень удачно устроена. Из элементарного анализа параметризации приходится увидеть сразу

несколько вещей:

поэтому есть симметрия относительно оси ;

так что при  обе производные исчезают и возникают две точки возврата (cusps):

Кроме того,

дают одну и ту же точку

но с разными касательными - обычную двойную точку. То есть одна школьная картинка содержит

Вот почему эта конкретная формула так хороша педагогически. И внешний источник, анализирующий эту же кривую,

подтверждает именно три особенности: узел в  и две cusp-точки в . (Mathematics Stack Exchange)

А уже отсюда действительно один шаг к профессиональной линии Арнольда:

Его собственный обзор «Особенности, бифуркации и катастрофы» как раз начинается с особенностей волновых фронтов

и каустик, а затем идёт к -классификации, монодромии, версальным деформациям и бифуркациям. (Успехи

физических наук) Его «Теория катастроф» прямо описывается как изложение связей катастроф с особенностями гладких

отображений, бифуркациями, каустиками и волновыми фронтами. (Math-Net.Ru)

Но первая кривая №59 тоже выбрана очень удачно:

Это фигура Лиссажу, а значит она продолжает тот культурный сюжет, который мы только что нашли у Чебышёва:

гармонические колебания с соизмеримыми частотами.

Более того, можно устранить параметр почти тем же приёмом, что в №57:

а

Значит

или

И тут мы опять получили алгебраическую кривую с особой точкой: при

x(−t) = −x(t), y(−t) = y(t),

y

x =′ 3(t −2 1), y =′ 4t(t −2 1),

t = ±1

(−2, −1), (2, −1).

t = ± ​3

(0, 3),

​.симметрию + cusp + self-intersection + поведение при ∣t∣ → ∞

(0, 3) (±2, −1)

​рисование кривых → особые точки → устойчивые типы особенностей → теория особенностей/катастроф.

A,D,E

x = cos 2t, y = sin 3t.

cos 6t = T ​(cos 2t) =3 T ​(x),3

cos 6t = 1 − 2 sin 3t =2 1 − 2y .2

1 − 2y =2 4x −3 3x,

​2y = (1 − x)(2x + 1) .2 2

x = − ​, y =
2

1
0
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две ветви пересекаются.

Получается замечательная пара:

и

Так что теперь я бы видел у №59 три слоя.

Первый, и документированно очень важный для Арнольда:

Второй:

Третий:

Причём первый слой мы можем теперь приписывать Арнольду совершенно уверенно, потому что он сам использовал

ровно вторую кривую как программный пример. Это, пожалуй, даже ценнее общей связи с catastrophe theory.

И полностью согласен насчёт «Гюйгенс и Барроу, Ньютон и Гук». Для нашей задачи эта книга начинает выглядеть почти

как карта арнольдовской математической культуры: геометрия, механика, Ньютон, алгебраические кривые,

особенности, топология, катастрофы - всё соединено в одной исторической линии. (nashol.net)

Sources

О преподавании математики mathnet.ru

real analysis - $\gamma (t)=(t^3-3t,t^4-2t^2) \text{:}t \in \mathbb{R}$. Set $\gamma (\mathbb{R})$ cuts plane into many

areas, one is bounded - calculate its measure. - Mathematics Stack Exchange math.stackexchange.com

Особенности, бифуркации и катастрофы ufn.ru

Гюйгенс и Барроу, Ньютон и Гук, Первые шаги математического анализа и теории катастроф, Арнольд В.И., 1989

nashol.net

9/26/2026, 11:26:25 AM · gpt-5-6-thinking

​ ⟶​

тригонометрическая параметризация

x = cos 2t,  y = sin 3t
алгебраическая кривая с двойной точкой,

​ ⟶​

полиномиальная параметризация

x = t − 3t,  y = t − 2t3 4 2 узел + две cusp-точки.

​уметь видеть геометрию по формулам.

​Лиссажу / колебания / Чебышёв / механика.

​особые точки кривых  →  теория особенностей и катастроф.
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Задача 60. И это как раз тот случай, когда [как мне кажется] Арнольд не 

согласился бы с приведенным ответом. Ответов, кстати, в интернете много и, 

некоторые из них довольно красивы (например, разложить синус на сумму 

комплексных экспонент, использовать бином Ньютона, и почти всё пропадает), 

а некоторые не очень (например, интегрирование по частям, или прямое 

использование формулы Валлиса + формула Стирлинга), но дело в том, что 

этот интеграл не надо вычислять- его надо оценить. Вот решение, которые я 

нигде не видел: 1) интеграл от 0 до 2pi = 4*интеграл от 0 до pi/5. 2) 

протаскиваем синус под знак дифференциала и моментально получаем 

интеграл от (1-x^2)^n, где может быть и 49 и 50 - это не принципиально (!). 

Используем трюк/метод Лапласа и получаем интеграл от 0 до бесконечности от 

exp(-49x^2), то есть, sqrt(pi)/2/7 ~ 0.125. Умножаем на 4, и ответ: ~0.5. Быстрая 

оценка, а не вычисление.

9/26/2026, 11:42:33 AM

Да — и твоя идея мне кажется гораздо более «арнольдовской», чем точное вычисление. Здесь ключевой вопрос, по-

моему, вообще не «чему равен интеграл?», а увидеть локализацию большой степени около максимумов и

заменить функцию её квадратичным приближением. Это уже почти в чистом виде метод Лапласа. Я сверю

формулировку №60 и посмотрю, насколько эта асимптотическая линия присутствует у самого Арнольда.

Thinking

●
Clarifying the estimate

I’m identifying the integral and checking the symmetry and substitution. If it is \(\int_0^{2\pi}\sin^{100}x\,dx\), the quarter-period 

factor is \(4\), and the estimate should be about \(0.50\), not \(0.126\).

●
Clarified the estimate

●
Searched 14 websites

🌐 Analyzing Laplace’s approximation for a trigonometric integral

●
Analyzed Laplace’s approximation for a trigonometric integral

●
Checking the approximation

I’m refining the numerical check: the Gaussian estimate gives roughly \(0.504\), while the exact asymptotic value is about \(0.501\). 

That confirms the quarter-period method is accurate, with only a small error.

●
Interpreting the exercise

I’m connecting the numerical work to the exercise’s purpose: a 10% estimate, not an exact evaluation. The Gaussian approximation is 

likely the intended lesson, while the exact binomial formula answers a stronger question.

●
Interpreted the exercise

●
Connecting neighboring problems

I’m noticing a broader asymptotic theme: \(\sin^{100}x\) concentrates near interior maxima, whereas \(x^x\) concentrates near an 

endpoint. The exercises seem designed to teach localization and estimation before exact formulas.

●
Connected neighboring problems

●
Searched 26 websites

🌐 Estimating sin¹⁰⁰ via Laplace’s method

●
Estimated sin¹⁰⁰ using Laplace’s method

✓ Worked for 1m 30s

Да. И здесь я теперь почти уверен, что ты поймал замысел задачи, а точное вычисление - хотя может быть красивым -

решает несколько другую задачу.
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Небольшая техническая поправка: конечно,

Дальше твой ход очень хорош. Выносим один синус под дифференциал:

При

получаем

А теперь уже видно главное: при большой степени вклад идёт только из области . Поэтому

Верхний предел спокойно отправляем в бесконечность:

Истинное значение примерно

то есть ошибка меньше , хотя Арнольд требует только . Если грубо заменить  на , получаем

Так что твое «49 или 50 - непринципиально» здесь прямо отражает смысл задачи: не вычислять, а понять масштаб.

И теперь главное культурное свидетельство. Это не просто наше угадывание. В собственном «Математическом

тривиуме» Арнольд пишет, что студент, которому требуется существенно больше пяти минут, чтобы найти среднее

значение  с точностью , «не овладел математикой», несмотря на изученные им высокие теории. (U of T

Mathematics)

То есть №60 - фактически программная задача Арнольда. Она проверяет не знание формулы Валлиса, а способность

быстро увидеть существенное и отбросить несущественное.

Поэтому я бы очень осторожно сформулировал насчёт решения переводчика: мы не можем доказать, что Арнольд его

«отверг бы», но его собственный текст чрезвычайно сильно поддерживает твою интерпретацию. Если ответ идёт

он действительно теряет педагогическую сердцевину задачи. Даже красивое решение через

и центральный биномиальный коэффициент показывает замечательную Fourier/binomial structure - но опять сначала

точно вычисляет, а потом аппроксимирует.

А у тебя:

Это намного ближе к культуре Арнольда.

И тут обнаруживается ещё более важное: №60 и №61 - пара. В Mathematical Trivium интеграл

​
sin t dt =∫

0

2π
100 4 ​ sin t dt.∫

0

π/2
100

​ =
4

I
​ sin t (sin t dt).∫

0

π/2
99

x = cos t, dx = − sin t dt

​ =
4

I
​(1 −∫

0

1

x ) dx.2 99/2

x ∼ 1/ ​50

(1 − x ) =2 99/2 exp ​ log(1 − x ) ≈(
2

99 2 ) e .−(99/2)x2

I ≈ 4 ​ e dx =∫
0

∞
−99x /22

2 ​ ≈​

99

2π
0.504.

0.50007,

1% 10% 99/2 50

I ≈ 2 ​ ≈​

50

π
0.5013.

sin x100 10%

точная формула → двойные факториалы → Стирлинг,

sinx = ​

2i

e − eix −ix

​где сосредоточена площадь? → локальная квадратичная модель → гауссиан → ответ.

10
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тоже появляется как задача на приближённое вычисление - там Арнольд требует . (Department of Physics) А в 5-15 эти

два интеграла стоят подряд и оба требуют лишь относительной оценки. (dokumen.pub)

То есть это маленький урок по асимптотическому анализу интегралов.

В №60:

вклад локализуется около максимума, где

Отсюда Gaussian и ширина пика

В №61:

максимум на конце , и там уже достаточно линейного разложения показателя:

Поэтому

Вот это, по-моему, замечательно:

Фактически перед ребёнком стоят два базовых случая метода Лапласа - без всякого названия «метод Лапласа».

И культурно это совсем не чуждо взрослому Арнольду: его книги по механике сознательно подчёркивают качественные

и асимптотические методы - теорию возмущений, усреднение, адиабатические инварианты и т. п., а не только точные

решения. (Springer)

Поэтому №60 я бы теперь отметил очень высоко. Не из-за самого интеграла, а потому что это почти манифест:

И твое решение, пожалуй, выражает этот манифест лучше большинства найденных в интернете.

Sources

CHAPTER 5 A Mathematical Trivium V. I. Arnold The math.toronto.edu

A mathematical trivium physics.montana.edu

Задачи для детей от 5 до 15 лет. 2-е изд., доп. - DOKUMEN.PUB dokumen.pub

Mathematical Methods of Classical Mechanics | Springer Nature Link link.springer.com
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​x dx∫
1

10
x

5%

sin x =100 e ,100 log sin x

log sin ​ + u ∼(
2

π
) − ​.

2

u2

Δu ∼ n .−1/2

x =x e ,x log x

x = 10

f(x) = x log x, f(10 − u) ≈ f(10) − f (10)u.′

​x dx ≈∫
1

10
x 10 ​ e du =10 ∫

0

∞
−(1+log 10)u

​.
1 + log 10

1010

​60 :  квадратичный максимум → Gaussian

​61 :  максимум на границе → exponential tail.

​математика - это прежде всего умение оценить, что существенно.
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Да, опечатка: не pi/5, а pi/2, конечно. Это я и имел в виду. В интернете я не 

видел *ни одного* решения, которое пыталось бы оценить интеграл, а не 

факториалы. А вот с ответом переводчика к задаче 61 я полностью согласен: 

этл именно то, что нужно.

9/26/2026, 11:48:35 AM

Thinking

●
Comparing solution styles

I’m agreeing with the distinction: problem 60 rewards an exact reduction followed by standard asymptotics, while problem 61 is better 

suited to a direct estimate. The key transformation and exponent adjustment are sound, with only minor notation variation.

●
Compared solution styles

✓ Worked for 9s

Да, и на этом фоне контраст между решениями переводчика к №60 и №61 особенно заметен.

В №60 точное вычисление через Валлиса/факториалы, на мой взгляд, перерешивает задачу. Условие просит лишь ,

а значит сама точность буквально подсказывает: ищи форму пика и его характерную ширину. В твоём варианте

и дальше уже почти глазами:

Даже замена  на  — не недостаток доказательства, а часть замысла: требуемая точность делает различие

бессмысленным.

Мне особенно нравится, что здесь даже необязательно знать название «метод Лапласа». Достаточно культурной

привычки:

А №61, насколько я понимаю твое замечание, переводчик решает именно так: не пытается искать первообразную для ,

а замечает, что практически весь интеграл сидит у правого конца, и оценивает локальное поведение. Вот это

действительно тот же тип мышления.

Поэтому 60–61 я бы теперь объединил даже жёстче, чем раньше:

Это два базовых случая одного принципа, поставленные рядом.

И это хорошо объясняет, почему №60 кажется немного странной, если решать её через точную формулу. Тогда

получается: «знаете ли вы Валлиса и Стирлинга?» Но рядом с №61 смысл становится другим:

можете ли вы быстро определить, какая маленькая часть области интегрирования действительно важна?

Это очень арнольдовская проверка математической культуры.

И любопытно, что ты не нашёл в интернете такого решения №60. Это, возможно, хороший пример того, как стандартная

традиция решения задач тянется к точному ответу, если он доступен, даже когда постановка специально просит

совсем другого навыка. Здесь требование «с точностью 10%» надо воспринимать не как разрешение быть неточным

после вычислений, а как указание на метод.

9/26/2026, 11:48:47 AM · gpt-5-6-thinking
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​ sin t dt =∫
0

2π
100 4 ​(1 −∫

0

1

x ) dx2 99/2

(1 − x ) ≈2 49.5 e .−49.5x2

49.5 50

​большая степень ⇒ вклад сосредоточен около максимума ⇒ смотрим локально.

xx

​​ ​

60 :

61 :

внутренний максимум, квадратичное падение ⇒ Gaussian,

максимум на границе, линейное падение показателя ⇒ exponential.
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Задача 62. Связи фантастические. Чуть ли не вся современная геометрия 

связана с этой задачей. Needham, если не ошибаюсь, приводит её в Visual 

Complex Analysis (математика едина). Очень красивое (и очень известное) 

решение: через двуугольники. Спрашивать про контекст Арнольда даже как-то 

неловко: это задача часть общемировой культуры (впрочем, как и задачи 52 и 

53, например).

9/26/2026, 11:58:10 AM

Да, здесь, похоже, мы выходим за пределы «арнольдовской личной линии» в область общеобязательной

геометрической культуры. Я только сверю точную формулировку №62 и подтвержу Needham: двуугольники здесь

действительно дают тот самый короткий визуальный мост к сферической геометрии, кривизне и дальше к Гауссу–Бонне.

Thinking

●
Verifying the numbering

I’m checking the edition mismatch and treating the user’s numbering as authoritative: problem 62 appears to concern spherical 

triangles. Needham’s discussion connects angular excess with spherical regions, including equivalent lune-based reasoning.

●
Verified the numbering

●
Searched 16 websites

✓ Worked for 28s

Да. Здесь я бы почти не искал «почему именно Арнольд это любил»: это действительно один из тех узлов, которые

принадлежат общей математической культуре, как эйлерово произведение или .

И Needham ты помнишь правильно. В Visual Complex Analysis есть специальный раздел “The Angular Excess of a

Spherical Triangle”; он даёт геометрическое доказательство через продолжение сторон сферического треугольника по

большим кругам и разбиение сферы - по существу тот же аргумент с лунами/двуугольниками. Needham отдельно

замечает, что доказательство часто приписывают Эйлеру, но оно было найдено Харриотом ещё в 1603 году. (Lyon College

Online Bookstore)

И решение действительно замечательное именно своей «видимостью». Для единичной сферы двуугольник угла 

занимает долю  всей сферы, поэтому его площадь

Берём три двуугольника, порождённые сторонами треугольника. Их суммарная площадь:

При подсчёте покрытия сферы получается

откуда

Никакой сферической тригонометрии вообще.

И здесь особенно прекрасно то, что одна и та же величина является одновременно площадью и дефектом

евклидовой геометрии:

На сфере радиуса :

ζ(2)

α

α/(2π)

2α.

2(α + β + γ).

2(α + β + γ) = 2π + 2S,

​.S = α + β + γ − π

​.S = (α + β + γ) − π

R
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поскольку . Это уже практически формула Гаусса-Бонне для геодезического треугольника:

Для сферы  постоянно, поэтому интеграл превращается просто в . Именно так стандартный сферический результат

естественно входит в общую дифференциальную геометрию. (Rimányi)

Поэтому портал здесь действительно огромен:

а дальше уже

То есть в общей формуле

геометрическая величина - интеграл кривизны - внезапно определяется чисто топологическим числом . Вот здесь №62

действительно начинает касаться огромной части современной геометрии.

Есть ещё одна очень красивая ветка:

Если параллельно переносить касательный вектор по сторонам сферического треугольника, после возвращения он

повернётся на

для единичной сферы. То есть площадь можно измерить поворотом вектора. А это уже:

И отсюда дорога идёт очень далеко - вплоть до калибровочной геометрии.

Ещё одна линия - неевклидова геометрия. На плоскости:

на сфере :

на гиперболической плоскости :

Причём в постоянной отрицательной кривизне опять площадь пропорциональна дефекту углов. Поэтому одна

школьная задача буквально показывает, что сумма углов треугольника является измерителем кривизны

пространства. Needham именно поэтому помещает этот сюжет в свой раздел о неевклидовой геометрии. (Krisostomus)

Мне здесь особенно нравится твоя фраза «математика едина». Потому что задача начинается как почти архимедова

задача на площади - режем сферу на двуугольники - а заканчивается:

Я бы поэтому не пытался искусственно искать специальную «личную причину Арнольда». Скорее арнольдовским здесь

является сам выбор культурно центральной теоремы с почти детским доказательством. Это как раз его любимая

ситуация: вход стоит пять минут геометрического мышления, а за дверью находится огромная область математики.

Sources

​,α + β + γ − π = ​ = KS
R2

S

K = 1/R2

α + β + γ − π = ​K dA.∬
T

K KS

​двуугольники → сферический избыток → гауссова кривизна → Gauss–Bonnet

локальная геометрия⟷ глобальная топология.

​K dA =∫
M

2πχ(M)

χ

​площадь треугольника = угол голономии.

α + β + γ − π = S

parallel transport → connections → curvature → holonomy.

α + β + γ = π;

K > 0

α + β + γ > π;

K < 0

α + β + γ < π.

​area ↔ angle ↔ curvature ↔ topology.
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Верно. И, да - это портал в неевклидову геометрию, а через нее в Теорию 

Относительности (обе), например. Вообще, в этом много от физики (а то, что 

физика и математика одно и то же Арнольд повторял много раз.)

9/26/2026, 12:01:38 PM

Да — и тут есть полезное уточнение: к двум теориям относительности путь идёт немного по-разному.

Для общей теории относительности цепочка почти прямая:

То, что в №62 выглядит как

уже содержит в зародыше ключевую физическую идею: геометрические измерения обнаруживают кривизну самого

пространства. В ОТО вместо двумерной поверхности — четырёхмерное пространство-время, а вместо углового избытка

одного треугольника появляется полный аппарат римановой/псевдоримановой кривизны.

С специальной относительностью связь чуть другая:

Это не риманова геометрия положительной/отрицательной кривизны: пространство-время Минковского плоское, но

метрика имеет неопределённую сигнатуру. Зато пространство скоростей естественным образом получает

гиперболическую геометрию. Релятивистское сложение скоростей, rapidity и преобразования Лоренца здесь выглядят

как гиперболические вращения. Поэтому твоя стрелка «неевклидова геометрия → обе относительности» вполне

содержательна, просто механизмы разные.

И №62 особенно хороша тем, что физический смысл возникает уже до всякого тензорного аппарата. Наблюдатель

может провести геодезические, измерить три угла и обнаружить:

То есть кривизна становится измеряемым физическим эффектом, а не абстрактным свойством координат. Это очень

близко к духу Эйнштейна и одновременно очень близко к тому, как Арнольд любил объяснять геометрию: через

наблюдаемое явление.

Получается необычайно длинная, но совершенно естественная лестница:

И тут действительно проявляется одна из центральных культурных установок Арнольда: разделение на “математику”

и “физику” часто искусственно. У него механика постоянно служит источником геометрии, геометрия — языком

динамики, а физические задачи — источником новых математических структур.

Поэтому №62 я бы поставил среди самых сильных «порталов» всего сборника: исходная задача элементарна почти до

смешного, а за ней открывается буквально геометрическая структура физического мира.

9/26/2026, 12:01:45 PM · gpt-5-6-thinking

сферическая геометрия → неевклидова геометрия → Риман → кривизна → тензор кривизны → ОТО.

α + β + γ − π = KS,

неевклидова идея → геометрия Минковского → СТО.

α + β + γ = π.

двуугольник → площадь сферического треугольника → угловой избыток → кривизна → неевклидова геометрия → Риман/М
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Далее "downgrade", рисуем гипоциклоиды. Ну, особенности, каустики, теория 

катастроф - связи кажутся очевидными. Но сама по себе задача кажется 

изолированной и неглубокой. Что я пропустил?

9/26/2026, 12:05:25 PM

Понимаю ощущение: после №62 это действительно выглядит как резкое понижение масштаба. Но у гипоциклоид есть

шанс оказаться не просто «нарисуйте красивые кривые», а узлом между кинематикой качения, алгебраическими

кривыми и особенностями фронтов/каустик. Я сверю точную формулировку и посмотрю, есть ли у Арнольда более

конкретная причина выбрать именно этот сюжет.

Thinking

●
Connecting hypocycloids and harmonics

I’m linking the family \(1/n\) to Fourier motion: a deltoid has three cusps, an astroid four, and the degenerate \(n=2\) case becomes a 

line through the Tusi couple.

●
Connected hypocycloids and harmonics

●
Searched 39 websites

✓ Worked for 47s

Ты пропустил как раз самое сильное свидетельство: у Арнольда есть большая статья 2001 года с названием

«Астроидальная геометрия гипоциклоид и гессианова топология гиперболических многочленов».

То есть задача вовсе не изолирована. Более того, она опубликована всего за несколько лет до первого издания 5-15. В

аннотации Арнольд прямо пишет: астроида - гипоциклоида с четырьмя точками возврата; гипоциклоиды связаны с

теорией Морса и Штурма через каустики и волновые фронты периодических функций; астроида является каустикой

. (Math-Net.Ru)

Так что здесь я бы резко поднял статус задачи.

cos 2φ
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Её формулировка тоже теперь выглядит очень продуманной: Арнольд просит . (StudFiles)

Если большой радиус равен 1, а малый , то в комплексной записи траектория имеет вид, с точностью до выбора

ориентации,

Вот здесь неожиданно сходится очень многое. Это просто сумма двух гармоник.

Дифференцируем:

Точки возврата появляются, когда

Значит, их ровно .

То есть ребёнок, просто рисуя кривые, фактически видит:

И это уже гораздо ближе к профессиональному Арнольду, чем просто «Spirograph».

Особенно неслучайным теперь выглядит . Тогда

то есть возникает знаменитая астроида

А именно астроида занимает центральное место в той самой статье Арнольда. Причём его интерес там не «нарисовать

красивую кривую», а использовать её как модель каустик, фронтов и гессиановой геометрии. (Math-Net.Ru)

Ещё интереснее . Тогда

и вся гипоциклоида вырождается в отрезок.

Это знаменитая пара Туси: Насир ад-Дин ат-Туси использовал комбинацию двух равномерных круговых движений для

получения возвратно-поступательного движения по прямой в средневековой астрономии; позже тот же механизм

появляется в контексте планетных моделей, включая историю Коперника. (Iranica Online)

r = 1/3,  1/4,  1/n,  1/2

1/n

z(t) = ​e +
n

n − 1 it
​e .

n

1 −i(n−1)t

z (t) =′
​ e − e .

n

i(n − 1)
( it −i(n−1)t)

e =int 1.

n

​две круговые гармоники → параметрическая кривая → нули производной → особенности.

r = 1/4

x = ​ cos t +
4

3
​ cos 3t =

4

1
cos t,3

y = ​ sin t −
4

3
​ sin 3t =

4

1
sin t,3

x +2/3 y =2/3 1.

r = 1/2

z(t) = ​e +
2

1 it
​e =

2

1 −it cos t,
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Вот это особенно хорошо ложится в нашу нынешнюю тему про Арнольда:

То есть опять «математика и физика - одно».

А  даёт дельтоиду,  - астроиду,  - всю -вершинную семью,  - предельный вырожденный

случай. Это уже выглядит не как случайный набор картинок, а как маленькая лаборатория:

И ещё одна связь, которую я бы теперь считал существенной: формула гипоциклоиды - это двухчастотный Fourier

sum. А Арнольд в статье 2001 года прямо связывает каустики периодических функций с теоремами Штурма-Гурвица о

нулях рядов Фурье. (Math-Net.Ru)

Получается очень арнольдовская цепочка:

Так что после №62 это, пожалуй, не downgrade вообще. Просто портал менее очевиден. №62 ведёт в общемировую

геометрию через теорему, известную всем; №63 ведёт почти напрямую в очень личную исследовательскую область

позднего Арнольда.

И, пожалуй, ещё сильнее: статья 2001 года показывает, что это не просто наша ретроспективная ассоциация.

Гипоциклоиды были для него реально активной математикой именно примерно в то время, когда формировался этот

сборник.

Sources

В. И. Арнольд, “Астроидальная геометрия гипоциклоид и гессианова топология гиперболических многочленов”, УМН,

2001, том 56, выпуск 6(342),страницы 3–66 m.mathnet.ru
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ṬUSI, NAṢIR-AL-DIN ii. AS MATHEMATICIAN AND ASTRONOMER - Encyclopaedia Iranica iranicaonline.org
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​кинематика окружностей → линейное движение → астрономия.

r = 1/3 r = 1/4 r = 1/n n r = 1/2

​2 cusp → 3 cusp → 4 cusp → n cusp.

​rolling circles → Fourier harmonics → cusps → caustics/wave fronts → Morse/Sturm theory → Hessian topology.
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Ага, теперь понятно, в чём тут дело. Задача 64. Простая. Ответ: ~ 

sqrt(2×N×ln2). Или даже O(sqrt(N)). А какое отношение это имеет к культурному 

контексту Арнольда - непонятно.

9/26/2026, 12:14:37 PM

Да, по формуле это почти наверняка «парадокс дней рождения» в абстрактном виде: порог столкновения среди 

равновероятных состояний. Сама оценка элементарна; интереснее понять, почему Арнольд счёл именно масштаб 

достойным отдельной задачи. Я посмотрю, есть ли у него явная линия через вероятность, столкновения/совпадения или

статистическую механику — и не буду притягивать её, если прямой связи нет.

Thinking

●
Tracing the source

I’m locating the exact birthday-problem passage in Arnold’s work and comparing editions, since numbering may differ. I’ll explain its 

mathematical context, including the square-root threshold and links to random collisions and orbit behavior.

●
Connecting the mathematics

I’m connecting the square-root collision threshold to Arnold’s broader study of geometric progressions modulo integers. The birthday 

paradox serves as a heuristic for orbit periods, linking probability, arithmetic, and dynamical systems.

●
Traced the source and connected the mathematics

●
Refining the connection

I’m identifying a precise mathematical setting: the birthday paradox estimates when multiplicative orbits modulo an integer first 

repeat. Arnold compares random-sequence behavior with actual geometric progression periods, highlighting a striking “repulsion” 

effect.

●
Refined the connection

●
Searched 11 websites

✓ Worked for 48s

А вот тут связь оказалась очень прямой - №64 фактически вынута из арнольдовской книги «Группы Эйлера и

арифметика геометрических прогрессий» 2003 года, то есть написанной буквально накануне 5-15.

В §8, «Статистика геометрических прогрессий», Арнольд рассматривает орбиту

и задаётся вопросом: если такая орбита ведёт себя «хаотически», какова должна быть типичная длина до первого

повторения? Он прямо говорит: сравним это с последовательностью независимых выборов из  точек - и тут же вводит

задачу о днях рождения. (MCCME)

Он пишет вероятность отсутствия совпадений как

а затем получает

Отсюда он специально выделяет главное:

То есть именно твой ответ  - это то, что Арнольду здесь действительно нужно. Если уточнить его

«критическое» значение условием , то

N

​N

x, ax, a x, …2 (mod n)

m

p = 1 − ​ 1 − ​ ⋯ 1 − ​ ,(
m

1
)(

m

2
) (

m

T − 1
)

p ≈ exp − .(
2m

T (T − 1)
)

​.T ​ ≍ ​∗ m

O( ​)N

P (совпадение) = 1/2
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и

Это уже твоя более точная константа. (MCCME)

Но самое интересное - зачем ему понадобился birthday paradox.

Он сравнивает этот -масштаб с настоящими периодами геометрической прогрессии

Если бы последовательные точки орбиты были действительно независимыми случайными точками, первый повтор

ожидался бы примерно через  шагов. Но экспериментальные периоды у Арнольда оказываются существенно длиннее.

Отсюда он делает эвристический вывод: элементы геометрической прогрессии ведут себя так, словно между ними

имеется некоторое «отталкивание» - они менее склонны сближаться и повторяться, чем независимые случайные точки.

(MCCME)

И следующий §9 так и называется по смыслу: он начинает строить меру степени случайности множества точек,

основанную на расстояниях между соседями. (MCCME)

То есть культурная цепочка совсем не

а

И это очень арнольдовская тема: сравнить детерминированную динамическую систему со случайной моделью и

по отклонению понять структуру системы.

Более того, тут обнаруживается ещё одна связь с нашим предыдущим блоком. Та же книга «Группы Эйлера…» в начале

содержит ровно материал, который мы нашли за №52-54: функцию Эйлера, вероятность взаимной простоты,

произведение Эйлера и . Сам Арнольд там пишет, что исследование функции Эйлера связывает теорию

вероятностей, ряды Фурье и алгебру. (MCCME)

Поэтому теперь можно сказать:

имеют один и тот же непосредственный источник в математической культуре Арнольда - его поздний интерес к

группам Эйлера, арифметической динамике и статистике последовательностей modulo .

И хронология особенно убедительна:

Так что №64, похоже, ещё один случай вроде змей и гипоциклоид: то, что выглядит как маленькая общеизвестная

задача, на самом деле было активным элементом собственных размышлений Арнольда примерно в момент

составления сборника.

И да - здесь , возможно, культурно важнее, чем красивая константа : Арнольду нужен именно

неожиданный масштаб первого столкновения.

Sources

eulergroups.dvi mccme.ru

eulergroups.dvi old.mccme.ru

9/26/2026, 12:14:45 PM · gpt-5-6-thinking

e ≈−T /(2N)2

​,
2

1

​.T ≈ ​2N ln 2

​m

2t (mod n).

​n

birthday paradox → элементарная вероятность,

birthday paradox → collision time  ∼ ​ → случайные орбиты → арифметическая динамика → статистика геометрических N

ζ(2)

​52-54 и 64

n

«Группы Эйлера … » - 2003 ⟶ «5-15» - записаны в 2004.

O( ​)N ​2 ln 2
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Ага, понял. А связи с механикой, статистикой, энтропией? Выглядит очень 

похоже.

9/26/2026, 12:16:55 PM

Да — и здесь есть очень красивая развилка, которую стоит проговорить аккуратно: “первое совпадение где-нибудь”

даёт , а “возврат в заранее выбранное состояние” обычно даёт . Именно на этом различии задача начинает

соприкасаться с эргодической теорией, статистической механикой и энтропией.

Thinking

●
Connecting entropy

I’m linking the birthday-paradox threshold to collision entropy. For cell probabilities \(p_i\), the collision probability is \(\sum p_i^2=e^{-

H_2}\), so repeated samples typically collide after roughly \(e^{H_2/2}\), assuming effective independence.

●
Connected entropy concepts

●
Searched 9 websites

✓ Worked for 27s

Да - и связь здесь, пожалуй, даже глубже, чем просто «похоже на статистическую механику».

Если пространство состояний грубо разбито на  примерно равновероятных ячеек и динамика достаточно хорошо

перемешивает траекторию, то №64 говорит о времени первого столкновения двух посещений:

Это не то же самое, что время возврата в заранее фиксированную ячейку. Для неё естественный масштаб порядка

И вот это различие очень важно: birthday paradox считает число пар среди  наблюдений,

поэтому столкновение начинается, когда

Отсюда .

А возврат в конкретное состояние требует примерно , отсюда . Это уже буквально язык рекуррентности и

эргодической теории.

Для Арнольда это совершенно родная территория: у него есть совместная с Авезом книга Ergodic Problems of Classical

Mechanics, а Mathematical Methods of Classical Mechanics прямо включает эргодическую теорию как часть аппарата

механики. (Google Books)

И с энтропией связь очень красивая. Для неравномерного распределения по состояниям  вероятность совпадения двух

независимых выборок равна

Это ровно величина, определяющая энтропию Реньи порядка 2:

Поэтому эффективное число состояний с точки зрения столкновений:

​N N

N

T ​ ∼collision ​.N

T ​ ∼return N .

T

​ ∼(
2

T
) ​,

2

T 2

​ ∼
N

T 2

1.

​N

T/N ∼ 1 N

p ​i

​p ​.
i

∑ i
2

H ​ =2 − log ​p ​.
i

∑ i
2

1
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И birthday scale становится

Для равномерного распределения ,

и мы возвращаемся к

Это, пожалуй, самая чистая связь №64 с энтропией: задача фактически измеряет collision entropy. (Wikipedia)

В статистической механике это можно читать так: если у системы эффективно  доступных микросостояний (при 

), то

тогда как возврат в заранее фиксированное микросостояние имеет масштаб порядка

Разумеется, это эвристика: настоящая гамильтонова система детерминирована, соседние состояния коррелированы, а

фазовое пространство непрерывно. Но именно сравнение детерминированной динамики со случайной моделью и

измерение отклонений от неё - совершенно арнольдовский ход.

Есть ещё одна тонкость. В гамильтоновой механике по теореме Лиувилля fine-grained фазовый объём сохраняется,

поэтому «энтропия растёт» не в простом буквальном смысле. Рост энтропии появляется после огрубления описания,

coarse-graining, или как статистическое описание mixing. Поэтому №64 ближе не к термодинамической энтропии

напрямую, а к:

И тут культурная цепочка для Арнольда получается очень естественная:

Так что да: твоя ассоциация с механикой и статистикой очень по делу. А через  связь с энтропией вообще почти

формальная, не метафорическая.

Sources

Ergodic Problems of Classical Mechanics - Vladimir Igorevich Arnolʹd, André Avez - Google Books books.google.com

Энтропия Реньи ru.wikipedia.org

9/26/2026, 12:17:09 PM · gpt-5-6-thinking

N ​ =eff ​ =
​ p ​∑i i

2

1
e .H ​2

​T ​ ∼ e .collision
H ​/22

p ​ =i 1/N

H ​ =2 logN ,

T ∼ ​.N

eS k ​ =B

1

первое совпадение двух наблюдений ∼ e ,S/2

e .S

​mixing → effective number of states → collision statistics → H ​.2

​birthday paradox → first collision → recurrence/mixing → ergodic theory → statistical mechanics → entropy.

H ​2
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Задача 65. Закон Снелла и миражи. Не уверен, что сможешь нарисовать 

(сначала, конечно, надо просчитать/оценить/объяснить рисунок), но давай 

попробуем. Не получится, так не получится.

9/26/2026, 12:23:18 PM

Да. Сначала геометрия, чтобы рисунок не получился декоративным.

Из

следует: луч изгибается в сторону большего . Поэтому около высоты , где  максимально, лучи с обеих сторон

изгибаются к этому уровню. В нижней части атмосферы над горячей пустыней  растёт с высотой; луч, идущий вниз,

попадает во всё меньшие , угол  с вертикалью растёт, и при

становится : луч горизонтален и поворачивает обратно вверх. Это не отражение от поверхности — поворот

создаётся непрерывным преломлением. Именно такой U-образный луч, пришедший к глазу снизу, глаз мысленно

продолжает по прямой назад и помещает виртуальное изображение предмета ниже горизонта/«под землёй» —

получается нижний мираж. Формулировка Арнольда действительно задаёт  с максимумом на некоторой высоте.

Для проверки формы можно взять модель

Тогда из закона Снелла получается

и лучи между точками поворота оказываются буквально синусоидальными по . То есть на рисунке они должны быть

плавными, с горизонтальной касательной в точке поворота, а не «ломаться», как на границе двух сред.

Попробую сделать схему с четырьмя вещами: профилем  с максимумом; горизонтальными слоями; прямым и нижним

поворачивающим лучом от объекта к наблюдателю; пунктирным обратным продолжением, показывающим виртуальное

изображение миража.

Thinking

●
Clarifying the diagram

I’m checking the exact wording and context for problem 65 before drawing anything. I’ll focus on showing the geometry behind Snell’s 

law and the mirage clearly, then present the visual explanation.

●
Clarified the diagram

●
Searched 11 websites

✓ Worked for 2m 17s
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Мне кажется получилось. На практике в песке отражается небо, и кажется, что 

это вода. Ну, контекст понятен: геометрические методы дифференциальных 

уравнений, оценка/рисунок - всё это типично для Арнольда. Дополнительный 

интерес: пояснить такое явление как мираж.

9/26/2026, 12:30:02 PM

Да, и я бы здесь добавил ещё один очень арнольдовский слой: геометрическая оптика как механика. Тогда №65

становится не просто задачей на закон Снелла и хороший рисунок, а маленьким входом в принцип Ферма, эйконал и

гамильтонов формализм.

Thinking

●
Searched 2 websites

✓ Worked for 10s

Да. И я бы чуть уточнил физическую картинку: песок сам почти ничего не «отражает». Наблюдатель получает лучи

неба, которые проходят через горячий приземный слой, плавно поворачивают вверх и приходят к глазу снизу. Мозг

продолжает их назад по прямой и помещает виртуальное изображение неба у поверхности. Поэтому возникает

характерная иллюзия блестящей воды.

А культурный контекст здесь действительно очень арнольдовский, причём глубже, чем просто «уметь нарисовать

решение ОДУ».

Самая важная цепочка, по-моему, такая:

То есть луч света можно рассматривать как экстремаль оптической длины

Это буквально родственник принципа наименьшего действия. В арнольдовских Mathematical Methods of Classical

Mechanics вариационные принципы затем естественно ведут к гамильтонову формализму; вообще книга построена

вокруг идеи, что современные геометрические структуры выросли из задач механики. (Springer)

А если перейти от отдельных лучей к фронту волны, возникает уравнение эйконала, специальный случай Hamilton-

Jacobi. И это уже напрямую входит в профессиональную область Арнольда: он писал о системах лучей, волновых

фронтах, каустиках и особенностях решений Hamilton-Jacobi. (Math-Net.Ru)

Поэтому №65 можно читать сразу на трёх уровнях:

И ещё мне нравится, что это очередная задача, где точное решение вообще вторично. Достаточно понять знак

кривизны луча и наличие точки поворота - и физическое явление уже объяснено.

То есть здесь хорошо работает одна из постоянных арнольдовских моралей:

А если продолжать ещё на шаг, семейства таких лучей дают каустики - и мы снова возвращаемся к №59 и №63. Так что

59, 63 и 65 неожиданно образуют довольно плотный блок: особенности кривых → каустики → геометрическая

оптика.

​закон Снелла → принцип Ферма → вариационный принцип → Hamilton–Jacobi → гамильтонова механика.

n(q) ds.∫

​​

школьный: закон Снелла и мираж

↓
математический: геометрическое ОДУ и качественный рисунок

↓
взрослый: Fermat/Hamilton–Jacobi/геометрическая оптика.

​правильная картинка часто важнее формулы решения.
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Sources

Mathematical Methods of Classical Mechanics | Springer Nature Link link.springer.com

V. I. Arnol'd, “Singularities in the calculus of variations”, Itogi Nauki i Tekhniki. Ser. Sovrem. Probl. Mat., 22, VINITI, Moscow,

1983, 3–55; J. Soviet Math., 27:3 (1984), 2679–2713 mathnet.ru
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Да, это я неудачно выразился. Там где должен быть песок, видно небо, и 

кажется, что среди песка вода.

9/26/2026, 12:32:22 PM

Да, именно. Формулировка «там, где должен быть песок, видно небо» гораздо точнее.

Глаз получает луч от участка неба, пришедший снизу после плавного преломления в горячем слое воздуха, и

интерпретирует его как свет, идущий от поверхности. Поэтому участок дороги или пустыни выглядит голубоватым/

блестящим, словно там вода, отражающая небо.

То есть иллюзия воды вторична; первично именно виртуальное изображение неба у земли.
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Задача 66. Задача Фаньяно. Конструкция, кажется, принадлежит Шварцу или 

Фейерц  и описана в Радемахер, Теплиц. Числа и Фигуры (главы 5, 6).  Чем то 

она мне напоминает сферы Данделена (там тоже, в некотором смысле, идёт 

выпрямление ломаной).

9/26/2026, 12:46:22 PM

Да, сходство с Данделеном я понимаю: в обоих случаях хороший ход — перестать оптимизировать исходную

ломаную в исходной картинке и перейти к представлению, где она становится прямой/очевидной. Но у Фаньяно

есть ещё более арнольдовская связь: это буквально кратчайшая периодическая бильярдная траектория в остроугольном

треугольнике. Я проверю заодно историческую атрибуцию — там с именами действительно легко перепутать.

Thinking

●
Clarifying the attribution

I’m distinguishing two threads: the reflection construction is commonly associated with Schwarz, while Fejér is credited with an elegant 

treatment in Rademacher–Toeplitz. I’ll connect it to geometric “straightening” methods without overstating the analogy.

●
Searched 28 websites

✓ Worked for 27s

Да - и тут твоя историческая память почти точна: в “Числах и фигурах” приведены обе геометрические версии. У

Радемахера-Тёплица главы так и называются: сначала минимальное свойство ортического треугольника по Г. А.

Шварцу (стр. 19-23), затем то же свойство по Липоту Фейеру (стр. 23-27). (Springer)

Причём доказательство Фейера, по-моему, идеально подходит к нашей арнольдовской эстетике. Фиксируем ,

отражаем  относительно  и , получая . Тогда для любых 

а значит минимум достигается, когда ломаная распрямляется:

После этого

и остаётся минимизировать : значит  - основание высоты. Симметрично получаем весь ортический треугольник.

Именно этот двухступенчатый аргумент обычно атрибутируют Фейеру. (Math Users)

Так что твоя ассоциация с Данделеном мне нравится именно на метауровне:

Но ещё ближе здесь, пожалуй, наша №21 с гусеницей: отражение превращает ломаную в прямую. И №65 тоже

совсем рядом: закон отражения - это вариационный принцип Ферма.

А дальше №66 неожиданно превращается в динамическую систему. Ортический треугольник - ровно

трёхпериодическая бильярдная траектория: в каждой точке касания угол падения равен углу отражения. Для

остроугольного треугольника это также кратчайшая замкнутая бильярдная траектория. (University of Eastern Finland)

Поэтому можно прочитать задачу двумя способами:

Вот это уже чрезвычайно арнольдовская связь.

Причём сам метод отражений имеет громадное продолжение. Для многоугольного бильярда вместо того, чтобы

отражать траекторию, можно каждый раз отражать сам стол. Тогда бильярдная ломаная превращается в одну прямую:

D ∈ BC

D AB AC D ,D′ ′′ E ∈ AC, F ∈ AB

DE + EF + FD = D E +′ EF + FD ,′′

D −′ E − F − D ⇝′′ D D .′ ′′

D D =′ ′′ 2AD sinA,

AD D

​не решать исходную метрическую задачу напрямую, а изменить представление.

​геометрическая оптимизация⟷ периодическая орбита динамической системы.
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Для рациональных многоугольников из нескольких отражённых копий склеивается translation surface. И отсюда уже

начинается современная линия

То есть из совершенно школьного треугольника вырастает серьёзная современная динамика. Зорич, например, начинает

обсуждение периодических орбит треугольных бильярдов именно с траектории Фаньяно. (Department of Mathematics)

И здесь есть хороший непосредственный мост к самому Арнольду. В Mathematical Methods of Classical Mechanics он

специально рассматривает бильярды как предел геодезических потоков: например, бильярд на торе с рассеивающей

стенкой он интерпретирует как предельный случай геодезического движения по поверхности отрицательной кривизны

и связывает это с работами Синая по эргодичности. (Ceremade)

Получается цепочка уже совсем его культуры:

И есть ещё замечательный исторический эффект масштаба. Для остроугольного треугольника Фаньяно даёт нам

периодическую орбиту за несколько строк. Но если разрешить произвольный треугольник, вопрос о существовании

периодической бильярдной траектории становится чрезвычайно трудным; современная теория треугольных бильярдов

выросла именно из таких вопросов. (Department of Mathematics)

Поэтому №66 я бы вовсе не считал просто старой задачей на минимум. У неё очень характерная лестница:

А мораль отсюда такова: иногда оптимизационная задача и задача о движении - одна и та же задача, только

рассказанная на двух языках. Для Арнольда это почти программная мысль.

Sources

Von Zahlen und Figuren: Proben Mathematischen Denkens für Liebhaber der Mathematik | Springer Nature Link

link.springer.com

Fagnano2 users.math.uoc.gr

Chapitre 3 Billiard trajectories the triangle of a cs.uef.fi

zorich_leshouches.pdf math.uchicago.edu

C:\Downloaded_files\Arnold V I Mathematical Methods Of Classical Mechanics (2Ed, Springer, 1989)(536S).djvu

ceremade.dauphine.fr
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​billiard reflections → unfolding → straight-line flow.

polygonal billiards → translation surfaces → interval exchanges → Teichm ller dynamics.ü

​Фаньяно → закон отражения → Ферма → бильярды → геодезические потоки → динамические системы/эргодичность.

​отражение → выпрямление → минимум → периодическая орбита → динамика.
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Задача 67. Я знаю решение с интегралом, но я уверен, что интеграл вычислять 

не надо! Тема очень, очень Арнольдовская (см. "Гюйгенс, Барроу и все-все"). 

Вопрос: какая связь с законом Ньютона (Кулона) и как это должно помочь?

9/26/2026, 1:05:39 PM

Да, тут я почти уверен, что ключ не в интеграле, а в геометрическом смысле закона . Если №67 — та задача, о

которой я думаю, то Ньютон/Кулон должен позволить заменить суммирование вкладов по телу на очень простой

геометрический аргумент через телесный угол или сферическую симметрию. Сначала сверю точную формулировку,

чтобы не построить красивое решение не той задачи.

Thinking

●
Explaining shell averages

I’m connecting the inverse-square law to Newton’s shell theorem: a uniform spherical shell has potential \(M/d\) outside and \(M/R\) 

inside. Dividing by total mass yields the stated average, including the surface case.

●
Explained shell averages

●
Connecting flux and potential

I’m refining the explanation through two viewpoints: flux gives zero interior field and point-mass behavior outside, while \(1/r\) is the 

potential whose gradient produces the inverse-square law.

●
Connected flux and potential

●
Framing the connection

I’m linking the problem to the shell theorem: the reciprocal-distance average is exactly the potential of a uniformly charged or massive 

spherical shell. Its constant interior potential and point-source exterior potential give the result without integration.

●
Deriving the average

I’m expressing the average as shell potential per unit mass or charge. The inverse-square force integrates to a \(1/r\) potential; 

Newton’s theorem makes that potential \(1/d\) outside and constant \(1/R\) inside.

●
Derived the average and framed the connection

●
Applying shell theorem

I’m noting that the geometry matches Newton’s shell theorem exactly: inverse-square forces cancel inside the shell, making potential 

constant; outside, the shell acts like a point source. Dividing by total mass gives \(1/\max(d,R)\).

●
Applied the shell theorem

●
Searched 17 websites

✓ Worked for 1m 15s

Да - и здесь обнаруживается почти идеальный ответ на твой вопрос: №67 буквально присутствует в “Гюйгенс и

Барроу, Ньютон и Гук” сразу после обсуждения ньютоновской теоремы о притяжении сферических слоёв.

Арнольд именно там говорит, что такие задачи теории потенциала можно решать геометрически, «без анализа», и затем

формулирует задачу о среднем  по сфере. (EGA Math)

Пусть центр нашей сферы , а

Искомое среднее обозначим .

Ключ - перестать видеть  как функцию для интегрирования. Это потенциал точечной массы/заряда. Его градиент

даёт силу Ньютона-Кулона:

то есть модуль силы убывает как .

1/r2

1/r

C = (X,Y ,Z)

a = ∣C∣ = ​.X + Y + Z2 2 2

U(C)

1/r

∇ ​ =
r

1
− ​,
r3

r

1/r2
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Теперь равномерно распределим единичную массу по нашей сфере. Тогда

И тут применяется теорема Ньютона о сферическом слое.

Если начало координат снаружи слоя, , весь слой притягивает так, словно вся его масса сосредоточена в центре

. Поэтому его потенциал в начале координат просто

Если начало координат внутри слоя, , ньютоновская теорема говорит, что результирующая сила внутри слоя равна

нулю. Арнольд напоминает классическое доказательство Ньютона: противоположные кусочки слоя, вырезанные малым

телесным углом, имеют массы, растущие как , а сила каждой единицы массы падает как ; эти два эффекта точно

сокращаются. (EGA Math)

Но если сила равна нулю, потенциал постоянен во всей внутренней области. Значит, его можно определить на границе.

Там

И весь ответ:

или совсем красиво:

На границе  обе формулы совпадают.

И вот теперь совершенно понятно, зачем Арнольд дал подсказку про Ньютон и Кулон: она фактически говорит

Не вычисляйте поверхностный интеграл. Узнайте в нём физический потенциал.

Это очень похоже на №60: формально перед нами задача на интеграл, но если начинаешь его честно вычислять, ты,

возможно, пропустил главную мысль.

Более современный язык той же идеи - теория гармонических функций. Если , особая точка  лежит вне

шара, и  гармонична внутри него. Поэтому теорема о среднем сразу даёт

А случай , где сингулярность попадает внутрь, и есть тот интересный ньютоновский дополнительный кусок.

Это почти учебниковый пример цепочки

И замечательно, что Арнольд в «Гюйгенс…» прямо объясняет закон  ещё и через поток несжимаемой жидкости:

площадь сферы растёт как , поэтому постоянство потока заставляет скорость падать как . Затем он получает

теорему о сферическом слое и непосредственно после неё ставит нашу задачу. (EGA Math)

Так что здесь культурный контекст не просто очевиден - мы фактически нашли источник №67 в собственной книге

Арнольда. И его мораль именно та, которую ты предполагал: интеграл существует, но вычислять его - не тот способ,

которым хотелось бы решить задачу.

Sources

​U(C) = потенциал этого сферического слоя в начале координат.

a > R

C

U(C) = ​.
a

1

a < R

r2 1/r2

U = ​.
R

1

​​ = ​ ​ ​⟨
r

1
⟩

⎩
⎨

⎧
​,

R

1

​,
a

1

a ≤ R,

a ≥ R,

​.​ = ​⟨
r

1
⟩

max(R, a)

1

a = R

a > R r = 0

1/r

среднее по сфере = значение в центре = ​.
a

1

a < R

​Newton/Coulomb → potential 1/r → shell theorem → harmonic functions → Δu = 0.

1/r2

r2 1/r2
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В.И.Арнольд. Гюйгенс и Барроу, Ньютон и Гук ega-math.narod.ru

9/26/2026, 1:05:45 PM · gpt-5-6-thinking
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Серия 68-72, логарифмы вручную. Впрочем, логарифмы будут нужны и дальше. 

Задача 68: ~0.3 - это легко (10^3 ~ 2^10). Для 0.301 мне лично надо знать, что 

ln(10) ~ 2.3026. Иначе, это кошмар с вычислением корней и т.п. Есть идеи?

9/26/2026, 1:18:04 PM

Да — тут есть очень приятный путь вообще без , корней и таблиц. И, по-моему, именно такого типа ручную

оценку Арнольд мог иметь в виду: использовать , а затем получить нужную третью цифру

грубыми, но достаточными неравенствами.

Thinking

●
Bounding logarithm

I’m tightening the estimate with powers of 1.024. Showing \(1.25<1.024^{10}<1.3\) gives \(10<1.024^{200}<1000\), which bounds \

(\log_{10}2\) between 0.3005 and 0.3015, yielding 0.301.

●
Bounded logarithm

✓ Worked for 58s

Да. Есть, по-моему, очень подходящее ручное решение — и оно как раз использует только то, что ты уже заметил:

Нужно получить  с точностью до . Для округления к  достаточно доказать

Умножим на :

то есть достаточно показать

Но

Поэтому всё сводится к совершенно грубой оценке

А её получить легко. Например, вручную видно, что

(Если хочется: биномиально уже первые несколько членов дают примерно .)

Следовательно,

Но

Готово:

и значит

ln 10

2 =10 1024 = 10 ⋅3 1.024

2 =10 1024 = 10 ⋅3 1.024.

log ​ 210 0.001 0.301

0.3005 < log ​ 2 <10 0.3015.

2000

601 < log ​ 2 <10
2000 603,

10 <601 2 <2000 10 .603

2 =2000 (2 ) =10 200 10 (1.024) .600 200

10 < (1.024) <200 1000.

1.2 < (1.024) <10 1.3.

1.268

1.2 <20 (1.024) <200 1.3 .20

1.2 ≈20 38 > 10, 1.3 ≈20 190 < 1000.

10 <601 2 <2000 10 ,603
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следовательно

Мне это нравится намного больше, чем вычислять корни. Здесь вся идея:

и затем накопить маленькую поправку  настолько, чтобы определить следующую цифру.

Есть ещё более концептуальная формулировка. Из

следует

А  уже примерно , то есть

Отсюда почти глазами

Для строгой тысячной вариант с  удобнее, потому что требуется лишь чудовищно слабая оценка .

И тут есть забавная связь с №56: мы опять ищем хорошее целочисленное соотношение между двумя величинами,

То есть это в некотором смысле задача о рациональном приближении логарифма.  даёт первый хороший ответ,

 — следующий практически полезный.

Я подозреваю, что серия 68–72 именно этому и учит: не «помнить таблицу логарифмов», а строить её вручную из

удачных степенных совпадений и простых оценок.

9/26/2026, 1:18:30 PM · gpt-5-6-thinking

​,0.3005 < log ​ 2 < 0.301510

​.log ​ 2 ≈ 0.30110

​2 ≈ 1010 3

1.024

2 =10 1.024 103

2 =1000 10 (1.024) .300 100

(1.024)100 10.7

2 ≈1000 1.07 × 10 .301

log ​ 2 ≈10 ​ =
1000

301
0.301.

2000 10 < (… ) < 1000

2 ≈q 10 ⟺p
​ ≈
q

p
log ​ 2.10

3/10

301/1000
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В принципе,  1.024^42  - это довольно близко к e.  Может это можно 

использвать для упрощения?

9/26/2026, 1:23:31 PM

Да — и довольно красиво. Но использовать  имеет смысл не как промежуточный логарифм, а как способ быстро угадать

следующее хорошее степенное совпадение.

Имеем

Ты заметил:

Тогда поскольку

ожидаем

То есть стоит попробовать :

А отсюда уже

Следовательно,

А это

То есть мы практически сразу получаем настоящую величину

Причём совпадение действительно очень хорошее

Поскольку

то

тогда как

Поэтому

И значит

e

2 =10 10 ⋅3 1.024.

1.024 ≈42 e.

e ≈2.3 10,

1.024 =42⋅2.3 1.024 ≈96.6 10.

97

.1.024 ≈ 1097

2 =970 (2 ) =10 97 10 1.024 ≈291 97 10 .292

​.log ​ 2 ≈ ​10 970

292

​ =
970

292
​ ≈

485

146
0.30103.

log ​ 2 =10 0.301029995 …

ln(1.024) ≈ 0.0237165,

97 ln(1.024) ≈ 2.3005,

ln 10 ≈ 2.3026.

1.024 ≈97 9.98.

7
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Для тысячной это чудовищно избыточная точность.

Мне нравится эта версия даже больше предыдущей, если разрешено знать хотя бы

Тогда ход почти устный:

поэтому

и

Есть даже приятная связь с №56: число

возникает как хорошее рациональное приближение к , найденное через почти-комменсурабельность двух

экспоненциальных процессов. Это уже очень в духе цепных дробей и арнольдовской темы резонансов.

Но есть один нюанс: если мы пытаемся получить  без предварительного знания ни , ни каких-либо

хороших оценок , то  не сильно упрощает доказательство. Он скорее замечательно объясняет, почему именно

степень около 97 должна сработать.

9/26/2026, 1:23:46 PM · gpt-5-6-thinking

2 ≈970 0.998 ⋅ 10 .292

e ≈ 2.718, e ≈2.3 10.

2 =10 1.024 ⋅ 10 ,3

1.024 ≈42 e,

1.024 ≈97 e ≈97/42 e ≈2.31 10,

2 ≈970 10292

​.log ​ 2 ≈ 292/970 ≈ 0.30110

​

970

292

log ​ 210

0.301 ln 10

e2.3 e
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Ну, e - это общекультурное понятие. Его знают все ["Everybody who is anybody" - 

в математике,  конечно]. e^2.3 - это проблематичней.

9/26/2026, 1:27:24 PM

Thinking

🌐 Calculating Exponential Growth and Logarithmic Ratios

●
Calculated exponential growth and logarithmic ratios

✓ Worked for 19s

Да — тогда можно сделать намного красивее и почти полностью «из головы».

Если считать  частью общей культуры, то из

можно не искать . Достаточно заметить гораздо более грубое, но легко проверяемое совпадение:

То есть

А значит

И действительно это очень неплохо:

Теперь:

Следовательно,

То есть сразу получаем нужное

Мне этот вариант очень нравится. Вся цепочка почти устная:

значит

откуда

e ≈ 2.718

1.024 ≈42 e

e2.3

e ≈7 1100 ≈ 10 .3

e ≈7/3 10.

1.024 =42⋅7/3 1.024 ≈98 10.

1.024 ≈98 10.22.

2 =980 (2 ) =10 98 (10 ⋅3 1.024) ≈98 10 ⋅294 10 = 10 .295

log ​ 2 ≈10 ​ =
980

295
​ ≈

196

59
0.30102.

​.log ​ 2 ≈ 0.30110

2 =10 1024 = 10 ⋅3 1.024,

1.024 ≈42 e,

e ≈7 10 ,3

1.024 ≈98 10,

2 ≈980 10 .295
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И это как раз тот тип вычисления, который я бы ожидал в серии «логарифмы вручную»: не вычислять , а искать

почти-соотношения между степенями.

А ещё здесь снова вылезает наша тема из №55–56:

то есть по сути

Это очень близко по духу к рациональным приближениям и резонансам.

9/26/2026, 1:27:41 PM · gpt-5-6-thinking

ln 2/ ln 10

​логарифм ≈ рациональное отношение показателей

2 ≈q 10 ⟹p log ​ 2 ≈10 ​
.
q

p
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Хорошо. Задача 69. Очевидная [4 = 2^2, 8=2^3, 5 = 10/2  и так далее] и 

вспомогательная. Давай проговорим значения явно: некоторые из них нам 

понадобятся.

9/26/2026, 1:33:21 PM

Thinking

●
Computing logarithms

I’m identifying the requested values as the common logarithms of 4, 8, 5, 50, 32, 128, 125, and 64. Using \(\log 2\approx0.30103\), I’m 

calculating and rounding each to three decimals.

●
Computed logarithms

●
Searched 10 websites

✓ Worked for 13s

Да. В №69 (в твоей нумерации 2007 года) список именно такой: . (Scribd) Если положить

то всё получается практически без вычислений:

Полезно, пожалуй, запомнить не сами восемь чисел, а маленький костяк:

Остальное мгновенно восстанавливается.

И мне нравится, как устроена эта задача: №68 добывает одну базовую константу, а №69 превращает её в маленькую

ручную таблицу логарифмов исключительно законами

То есть она действительно вспомогательная - почти подготовка инструментов. А дальше Арнольд начинает ими

пользоваться, а не считать всё заново.

Sources

Thinking Problems for Ages 5-15 | PDF | Tetrahedron | Convex Geometry scribd.com

9/26/2026, 1:33:28 PM · gpt-5-6-thinking

4, 8, 5, 50, 32, 128, 125, 64

L = log ​ 2 ≈10 0.30103,

​ ​ ​

log 4

log 8

log 5

log 50

log 32

log 128

log 125

log 64

=

=

=

=

=

=

=

=

2L ≈ ​,0.602

3L ≈ ​,0.903

1 − L ≈ ,0.699

2 − L ≈ ,1.699

5L ≈ ​,1.505

7L ≈ ​,2.107

3 − 3L ≈ ​,2.097

6L ≈ ​.1.806

​log 2 = .301, log 5 = .699, log 8 = .903, log 32 = 1.505, log 64 = 1.806.

log ab = log a + log b, log a =n n log a.
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Задача 70 и 71 заодно: нам нужна семерка! А остальное мы найдём (задача 71). 

Значение для 50 у нас есть (задача 69). 7×7 ~ 50.

9/26/2026, 1:36:54 PM

Да, здесь серия становится совсем прозрачной: №70 добывает  из уже известного , а №71 уже просто собирает

остальные значения алгеброй логарифмов. Сейчас аккуратно выпишу это в том же «ручном» стиле.

Thinking

●
Estimating logarithms

I’m interpreting the user’s shortcut as estimating \(\log 7\) from \(7^2=49\approx50\). Thus \(\log 7\approx\frac12\log50\); I’m checking 

how this supports the listed calculations.

●
Connecting logarithms

I’m using \(9\cdot7=63\approx64\), so \(\log9\approx\log64-\log7\). Then I’m deriving \(\log3\), \(\log27\), \(\log6\), and \(\log12\) 

through powers and products.

●
Searched 6 websites

✓ Worked for 26s

Да, именно. №70-71 - очень аккуратная цепочка «добыть ещё один опорный логарифм, а потом развернуть из него

семейство».

Из №69 у нас уже есть

А поскольку

то

и значит

Это пока грубовато - настоящий ответ , - но №70 и формулируется просто как приближённая оценка. (Math.ru)

А №71 использует очень удачное совпадение

Поэтому

С нашими числами:

откуда

Дальше всё уже автоматически:

log 7 log 50

log 50 ≈ 1.699.

7 =2 49 ≈ 50,

2 log 7 ≈ log 50,

​log 7 ≈ 0.8495 ≈ 0.850.

0.8451 …

7 ⋅ 9 = 63 ≈ 64.

log 9 ≈ log 64 − log 7.

log 64 ≈ 1.806, log 7 ≈ 0.850,

​.log 9 ≈ 0.956

log 3 = ​ log 9 ≈
2

1
​,0.478

log 27 = 3 log 3 ≈ ​,1.434
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Для сравнения, настоящие значения:

То есть даже грубое  уже даёт вполне приличную маленькую таблицу.

И структура серии теперь очень ясна:

а уже из  можно собрать логарифмы огромного количества обычных чисел.

Это почти ручное построение таблицы логарифмов из нескольких удачных почти-мультипликативных совпадений. И

следующая №72 как раз должна дать средство для поправок, чтобы превратить эти грубые опорные значения в

хорошие. (Math.ru)

Sources

math.ru math.ru

9/26/2026, 1:36:58 PM · gpt-5-6-thinking

log 6 = log 2 + log 3 ≈ 0.301 + 0.478 = ​,0.779

log 12 = log 3 + log 4 ≈ 0.478 + 0.602 = ​.1.080

log 9 = 0.95424, log 3 = 0.47712, log 27 = 1.43136,

log 6 = 0.77815, log 12 = 1.07918.

49 ≈ 50

​2 ≈ 10 → log 2 → степени 2, 5 → 7 ≈ 50 → log 7 → 7 ⋅ 9 ≈ 64 → log 310 3 2

2, 3, 5, 7
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И у нас есть логарифмы для всех чисел из первой десятки. Откровенно говоря, 

очень увлекательное занятие - трудно остановиться. Давай посчитаем для 11, e 

мы знаем :))

9/26/2026, 1:42:55 PM

Thinking

●
Оценивая логарифм 11

Я вычисляю \(\log_{10}(11)\) через \(\ln(11)/\ln(10)\). Используя разложение \(\ln(1{,}1)\approx0{,}09531\), получаю \(\log_{10}

(11)\approx1{,}04139\).

●
Оценил логарифм 11

✓ Worked for 15s

Да - и для  есть очень приятный ручной трюк, причём  даже не понадобится.

Нужно найти хорошее почти-соотношение вида

Пишем

Тогда

А  очень легко посчитать последовательным возведением в квадрат:

и

То есть

Следовательно,

и

Настоящее значение:

То есть ошибка всего около

11 e

11 ≈q 10 .p

11 = 10 ⋅ 1.1.

11 =24 10 ⋅24 1.1 .24

1.124

1.1 =2 1.21,

1.1 =4 1.4641,

1.1 ≈8 2.1436,

1.1 ≈16 4.595,

1.1 =24 1.1 ⋅16 1.1 ≈8 4.595 ⋅ 2.144 ≈ 9.85.

11 ≈24 9.85 × 10 ≈24 10 .25

​log ​ 11 ≈ ​10 24

25

​ =
24

25
1.041666 …

log ​ 11 =10 1.041392 …

0.00027.
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Очень хороший результат для совершенно ручного вычисления.

Мне особенно нравится форма:

это ровно такой же тип маленького «почти чудесного» степенного совпадения, как

И да: это действительно затягивает. Начинаешь строить свою собственную таблицу логарифмов из маленьких

численных совпадений - и довольно быстро возникает ощущение, почему до калькуляторов этим реально можно было

заниматься с удовольствием.

9/26/2026, 1:43:06 PM · gpt-5-6-thinking

​1.1 ≈ 1024

2 ≈10 10 , 7 ≈3 2 50, 7 ⋅ 9 ≈ 64.
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О, а я думал про 11^10 = 10^10×(1 + 0.1)^10 ~ e×10^10. И плюс информация 

про e, которая у нас была раньше. Но, у тебя, наверное точнее получилось, 

просто считать больше.

9/26/2026, 1:46:40 PM

Thinking

●
Estimating logarithms

I’m comparing the two methods. Using \(11^{10}\approx e^{10\ln 11}\) still requires logarithmic information, while rewriting \

(11^{10}=10^{10}(1.1)^{10}\) gives a practical approximation if I can estimate \((1.1)^{10}\) and its logarithm.

✓ Worked for 23s

Да, твой ход гораздо короче и, пожалуй, красивее:

а

Тогда

то есть

Проблема только в том, что  ещё заметно отличается от :

Поэтому если взять известное

получится

тогда как истинное значение

ошибка около . Для двух знаков прекрасно, для трёх уже недостаточно.

Но тут есть очень симпатичная поправка. Из

при  грубо:

Значит

и тогда

11 =10 10 (1.1) ,10 10

(1.1) ≈10 e.

10 log 11 ≈ 10 + log e,

log 11 ≈ 1 + ​.
10

log e

(1.1)10 e

(1.1) =10 2.5937 … , e = 2.7183 …

log ​ e ≈10 0.4343,

log 11 ≈ 1.0434,

1.04139 …

0.002

log(1 + x) = x − ​ +
2

x2

​ −
3

x3

⋯

x = 0.1

ln 1.1 ≈ 0.1 − 0.005 = 0.095.

(1.1) ≈10 e ,0.95

log ​ 11 ≈10 1 + 0.095 log ​ e.10
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С :

что уже практически попадает точно.

Так что твой маршрут можно сделать очень эффективным:

А мой  вариант действительно требует больше счёта, зато обходится без  и сразу выдаёт хорошее

рациональное приближение

Я бы сказал: твой метод концептуально лучше, мой - автономнее.

9/26/2026, 1:47:04 PM · gpt-5-6-thinking

log ​ e ≈10 0.4343

1 + 0.095(0.4343) ≈ ​,1.0413

​11 = 10(1 + 0.1) → (1 + 0.1) ≈ e → log 11 ≈ 1.0413.10 0.95

11 ≈24 1025 log e

​.
24

25
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Задача 72: кстати о ln 10 и log10(e). Там даже подсказка есть (например, a = 

1024/1000 - близко к 1, ln(1+x) ~ x,  и так далее).

9/26/2026, 1:51:33 PM

Да — №72 как раз замыкает наш маленький круг: раньше мы использовали  как общекультурную константу, а теперь

сама серия позволяет добыть  и  из почти-равенства . Здесь уже явно работает локальная

линейность логарифма около 1.

Thinking

●
Deriving logarithmic values

I’m inferring the task from the supplied hint: use \(1024/1000=1.024\) and \(\ln(1+x)\approx x\). I’ll connect this with known logarithmic 

relationships to estimate \(\ln 10\) and \(\log_{10}e\), while noting the approximation’s limits.

●
Calculated logarithmic values

●
Refining the estimate

I’m using \(1.024=1024/1000\), so \(\ln(1.024)\approx0.0237165\). With \(\log_{10}(1.024)=10\log_{10}2-3\approx0.01029996\), their 

ratio gives \(\ln10\approx2.302585\), hence \(\log_{10}e=1/\ln10\approx0.434294\).

●
Refined the estimate

●
Searched 7 websites

🌐 Deriving ln(10) More Accurately

●
Derived a more accurate value for ln(10)

✓ Worked for 36s

Да - и №72 как раз показывает, зачем Арнольд заставил нас сначала построить маленькую таблицу десятичных

логарифмов. Теперь можно связать две системы логарифмов через число, очень близкое к 1.

Берём, например,

С одной стороны,

Если из №68 у нас уже есть

то

С другой стороны, поскольку  мало,

поэтому

Теперь используем ровно подсказанную формулу:

e

ln 10 log ​ e10 1024 ≈ 1000

a = ​ =
1000

1024
1.024.

log ​a =10 10 log ​ 2 −10 3.

log ​ 2 ≈10 0.30103,

log ​ 1.024 ≈10 0.01030.

x = 0.024

ln(1 + x) ≈ x − ​ +
2

x2

​ −
3

x3

​,
4

x4

ln 1.024 ≈ 0.024 − ​ +
2

0.0242

​ −
3

0.0243

​ ≈
4

0.0244

0.0237165.

log ​a =10 ​.
ln 10

ln a
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Отсюда

И значит

Вот теперь наш предыдущий разговор про  становится совсем честным:  мы действительно получили внутри

самой серии, а не принесли извне.

И мне нравится, что  - это то же самое число:

Поэтому Арнольд специально предлагает оба варианта: из ранее найденных

мы тоже получаем

То есть вся серия устроена как маленькая вычислительная машина:

И самое важное здесь, по-моему, даже не конкретные  и , а метод:

Там  легко считается локальным рядом, а другой логарифм уже известен из таблицы.

И да - примечание Арнольда про Ньютона прекрасно завершает этот блок: это буквально принцип ручного построения

высокоточной таблицы логарифмов - опорные значения + малые мультипликативные поправки + ряд для 

. (math.ru)

Sources

В. И. АРНОЛЬД math.ru

9/26/2026, 1:51:42 PM · gpt-5-6-thinking

ln 10 = ​ ≈
log ​ 1.02410

ln 1.024
​ ≈

0.01030

0.0237165
​.2.3026

​.log ​ e = ​ ≈ 0.434310 ln 10

1

11 log ​ e10

128/125

​ =
125

128
1.024.

log 128, log 125

log ​.
125

128

​2 ≈ 10 → log ​ 2 → таблица опорных логарифмов → отношение, близкое к 1 → ln(1 + x) → ln 10,  log ​ e.10 3
10 10

2.3026 0.4343

​если нужно связать две шкалы логарифмов, найдите число, близкое к 1.

ln

ln(1 + x)
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Задача 73. 1. У Арнольда есть статья на эту тему. 2. Это эмпирический закон 

имени кого-то [забыл кого]. В своей статье Арнольд пытается доказать, что 

закон не такой уж эмпирический - математические обоснования есть во многих 

случаях. 3. 30% = 0.3 - это log10(2)-log10(1), 18% - это log10(3)-log10(2) и так 

далее.

9/26/2026, 1:58:04 PM

Да — это закон Бенфорда. И твоя формула уже почти полностью раскрывает механизм: доля чисел с первой цифрой 

равна длине логарифмического интервала

то есть

Я посмотрю статью Арнольда именно про этот сюжет и аккуратно отделю его математическое объяснение от самого

эмпирического закона.

Да — и здесь, по-моему, серия 68–73 внезапно обнаруживает очень сильную архитектуру. Мы несколько задач вручную

строили десятичные логарифмы, а №73 показывает: длины именно этих логарифмических интервалов

оказываются вероятностями первых цифр. И у Арнольда это не только отдельная статья: тот же пример со

степенями двойки он использовал в Математических методах классической механики в контексте эргодической теории.

Thinking

●
Searched 21 websites

●
Уточняя закон Бенфорда

Я связываю этот раздел с законом Бенфорда–Ньюкомба: вероятности первых цифр задаются формулой \(p_d=\log_{10}(d+1)-

\log_{10}d\). Важно уточнить: это точный результат для определённых последовательностей, а не универсальное правило для 

любых данных.

●
Уточнил закон Бенфорда

●
Searched 6 websites

✓ Worked for 31s

Да - и №73, пожалуй, одна из самых удачно встроенных задач всего списка. Здесь сходятся сразу три линии:

предыдущие ручные логарифмы, закон Ньюкомба-Бенфорда и собственно эргодическая теория Арнольда.

Ты правильно помнишь закон. Исторически его первым сформулировал Саймон Ньюкомб в 1881 году, а Фрэнк

Бенфорд независимо переоткрыл его в 1938-м и подкрепил большим количеством данных; поэтому сейчас обычно

говорят Newcomb-Benford law. (XLinux)

И наши проценты действительно буквально являются разностями тех логарифмов, которые мы только что вручную

строили:

Отсюда:

d

[log ​d,  log ​(d +10 10 1)),

log ​ 1 + ​ .10( d

1
)

p ​ =d log ​(d +10 1) − log ​d =10 log ​ 1 + ​ .10 ( d

1
)
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То есть серия 68-72 внезапно получает совершенно новый смысл: мы не просто строили таблицу логарифмов - мы

готовили меру интервалов, которая в №73 превращается в статистическую частоту.

Механизм очень простой и очень арнольдовский. Пусть

Первая цифра  равна  тогда и только тогда, когда для некоторого целого 

Берём логарифм:

Значит,

И теперь произошло превращение задачи о цифрах огромных чисел в задачу о вращении окружности

Поскольку  иррационально, орбита

равномерно распределена на окружности. Поэтому доля времени, проведённого в данном интервале, равна его длине:

То есть весь закон возникает из картинки:

И вот здесь культурный контекст Арнольда совершенно документирован. В книге Арнольда-Авеза Ergodic Problems of

Classical Mechanics (1968) есть отдельное приложение “Distribution of the first digits of ”, где именно из

равномерного распределения вращения окружности выводится

Там этот пример следует за теоремой равнораспределения modulo 1, которую авторы называют одной из первых

эргодических теорем. (Scribd)

А спустя тридцать лет Арнольд опять сделал его центральным примером в докладе/статье «Антинаучная революция и

математика» (1998). Он начинает с площадей и населения стран, отмечает эмпирический закон первых цифр, а затем

говорит, что математическое объяснение таких явлений связано с эргодической теорией динамических систем;

после этого разбирает именно первые цифры  через вращение окружности. (Radboud University Math)

То есть это у Арнольда сюжет минимум тридцатилетней давности, а не поздняя случайная находка.

И твою формулировку «Арнольд пытается доказать, что закон не такой уж эмпирический» я бы лишь слегка уточнил. Он,

конечно, не доказывает, что любой реальный набор данных обязан подчиняться Бенфорду. Это неверно. Он показывает

нечто более содержательное:

​​ ​

d

1
2
3
4
5
6
7
8
9

p ​d

.3010

.1761

.1249

.0969

.0792

.0669

.0580

.0512

.0458

α = log ​ 2.10

2m d k

d 10 ≤k 2 <m (d + 1)10 .k

k + log d ≤ mα < k + log(d + 1).

​{mα} ∈ [log d, log(d + 1)).

x ↦ x + α (mod 1).

α = log ​ 210

0,α, 2α, 3α, … (mod 1)

p ​ =d log(d + 1) − log d.

​первая цифра → дробная часть логарифма → вращение окружности → равномерное распределение.

2n

p ​ =k log ​ 1 + ​ .10 ( k

1
)

2n
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для целых естественных классов процессов - например, типичных геометрических прогрессий - тот же закон следует

как строгая теорема из динамики.

Для

всё повторяется с

Если  иррационально, получаем равнораспределение и точно те же вероятности Бенфорда. Если же

орбита периодична, и закон может нарушаться. Арнольд именно это подчёркивает в своей статье: «таинственная»

статистика становится естественной статистикой орбит динамической системы. (Emomi)

И есть ещё одна красивая причина, почему логарифмическое распределение естественно: смена единиц измерения

просто прибавляет константу к логарифму,

то есть поворачивает нашу окружность. Равномерная мера на окружности от поворота не меняется. Поэтому

распределение Бенфорда автоматически не зависит от того, считаем ли мы площади в квадратных километрах, милях

или дюймах - как раз тот факт, с которого Арнольд начинает свой рассказ. (Radboud University Math)

Так что я бы записал №73 в нашей культурной карте довольно жирно:

Причём здесь особенно красиво, что детская задача о том, «какая цифра чаще встречается», оказывается буквально

примером из эргодической механики Арнольда-Авеза. Это уже почти идеальный пример его принципа: одна

математика, только на разных этажах.

Sources

Benford's law xlinux.nist.gov

Arnold - Ergodic Problems of Classical Mechanics | PDF | Dynamical System | Hamiltonian Mechanics scribd.com

The antiscientifical revolution and mathematics math.ru.nl

В.И. Арнольд, "АНТИНАУЧНАЯ РЕВОЛЮЦИЯ И МАТЕМАТИКА" emomi.com

9/26/2026, 1:58:24 PM · gpt-5-6-thinking

an

α = log ​a.10

α

log ​a ∈10 Q,

log(cx) = log x + log c,

​ручные логарифмы → первые цифры → Benford → вращение окружности → Weyl equidistribution → ergodic theory.
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Задача 74 о том же. Что смешно, практически всё решение обеих задач  

содержится в Указании - этой задачи, не предыдущей! Какая-то тут путаница..

9/26/2026, 2:02:01 PM

Да, похоже на редакционную неуклюжесть. По смыслу 73 и 74 явно образуют одну пару:

Но указание к 74 действительно почти задним числом раскрывает и 73.

Это даже немного мешает педагогике: естественнее было бы в 73 сначала дать чисто экспериментальную/численную

задачу, чтобы ученик сам заметил частоты

а уже в 74 показать механизм:

равномерно распределены modulo , и интервалы

имеют именно нужные длины.

То есть структура должна была бы быть почти:

А из-за указания получается:

Я бы не стал искать здесь глубокий замысел. Скорее всего, это либо особенность поздней редакции, либо Арнольд

просто не слишком заботился о строгой границе между «задачей» и «подсказкой»: для него важнее был сам переход

Но как педагогическая последовательность — да, выглядит чуть перепутанно.

9/26/2026, 2:04:05 PM · gpt-5-6-thinking

73 :  наблюдение закона первых цифр,

74 :  объяснение через дробные части логарифмов / вращение окружности.

0.301,  0.176,  0.125, …

{n log ​ 2}10

1

[log d, log(d + 1))

​73: обнаружить → 74: объяснить.

73: обнаружить? → 74: вот почти всё решение сразу.

digits → log → rotation mod 1.
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Да, ну и последняя серия (75-79): эргодическая теория на торе - для 

школьников, ага (сарказм). Арнольд, безусловно,  такими вещами занимался 

активно. Может стоит объединить и потихоньку обговорить всю серию по 

порядку. Если получатся интересные ответвления мы их отметим и обговорим 

после.

9/26/2026, 2:07:24 PM

Да, тут уже начинается почти издевательски-арнольдовская концовка: «детские задачи» внезапно выводят на тор,

линейные отображения mod 1 и эргодичность. Давай действительно не дробить: сначала восстановим всю цепочку 75–

79 как один маршрут, по каждой задаче — что именно она делает, какой минимальный механизм нужен, и только

потом отметим боковые ответвления.

Thinking

●
Structuring solutions

I’m organizing the requested problems in order, using concise headings and paragraphs. I’m checking the exact edition and being 

careful with the density argument, since the modulo-\(2\pi\) condition requires a precise rational-independence statement.

●
Structured solutions

●
Checking problem details

I’m verifying the precise statements before solving them. The density question needs special care: modulo \(2\pi\), irrationality alone 

may not establish the required independence, so I’m checking the source and assumptions closely.

●
Refining the proof

I’m deriving recurrence with a finite-measure pigeonhole argument. For the torus translation, I’m recognizing that density requires a 

stronger independence condition than ordinary irrationality, especially with \(2\pi\) periods.

●
Refined the proof after checking problem details

●
Clarifying the constants

I’m noting an important subtlety: proving density for this \(2\pi\)-torus translation requires rational independence involving \(\pi\), not 

merely \(\sqrt2\)’s irrationality. That may exceed the intended elementary methods, so I’m flagging the assumption clearly.

●
Mapping the sequence

I’m treating 75–79 as a gradual progression: recurrence first, then torus translations, density, and increasingly stronger dynamical 

conclusions. I’ll discuss them in order, separating elementary proofs from results needing deeper machinery.

●
Clarified constants and mapped the sequence

●
Searched 31 websites

✓ Worked for 2m 7s

Да. И если смотреть на 75-79 как на единый блок, то это уже не просто «несколько задач про тор», а почти

миниатюрный курс эргодической теории, причём очень хорошо выстроенный. Я сверил формулировки именно по

изданию 2007 года. (Math.ru)

1. №75 - возвращение Пуанкаре. Формулировка у Арнольда даже слабее стандартной теоремы: для сохраняющего

объём взаимно-однозначного , в любой окрестности  и при любом  найдётся какая-то точка ,

которая вернётся в  спустя . (Math.ru) И вот это действительно почти школьная задача. Берём . Если

множества

все не пересекаются, то внутри ограниченного  помещается бесконечно много областей одинакового положительного

объёма - невозможно. Значит, два пересекутся, и после применения обратного отображения получаем возврат. Всё.

Культурно это уже фундамент механики:

g : M → M U N x ∈ U

U T > N h = gN+1

U ,hU ,h U , …2

M
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Для гамильтонова потока сохранение объёма - теорема Лиувилля. Поэтому первая задача блока устанавливает общий

фон: консервативная динамика на конечном фазовом объёме.

2. №76 - квазипериодическое движение на торе.

и надо доказать плотность каждой орбиты. (Math.ru) Это уже двумерный вариант того, что мы только что делали в №73-

74 с

Главное культурное значение для Арнольда здесь, по-моему, совершенно очевидно:

именно так выглядит движение интегрируемой гамильтоновой системы в угловых переменных на инвариантном

торе.

То есть №76 - детская модель:

А за дверью уже action-angle variables → малые знаменатели → KAM. Вот это я бы обязательно оставил как одну из

веток для отдельного разговора.

Есть, кстати, забавная заноза. Для конкретно выбранных  и периода  условие плотности требует отсутствия

соотношения

При  это фактически использует, что , например трансцендентность . То есть в этой «задаче для

школьников» спрятано весьма нешкольное обстоятельство. Думаю, Арнольд просто имел в виду стандартное условие

рациональной независимости частот и не беспокоился об этой педантической детали.

3. №77 - резкая смена режима: cat map.

Надо доказать, что периодические точки всюду плотны. (Math.ru) И опять сама задача очень проста: точки с

координатами, являющимися рациональными долями , образуют конечную сетку с данным знаменателем;

целочисленная матрица

переставляет точки этой сетки. Поэтому каждая такая точка периодична. А рациональные точки плотны.

Но объект - совсем не простой. Это именно знаменитое Arnold cat map, канонический гиперболический автоморфизм

тора и пример Anosov-динамики; исторически он связан с книгой Арнольда-Авеза Ergodic Problems of Classical Mechanics.

(Scholarpedia)

И тут возвращается №55:

Его собственные числа:

Поэтому:

​сохранение фазового объёма → возвращение Пуанкаре.

g(α,β) = (α + 1,β + ​)2 (mod 2π),

{nα} (mod 1).

​θ(t) = θ(0) + ωt (mod 2π)

интегрируемая система → инвариантный тор → квазипериодическое движение.

1, ​2 2π

m + n ​ =2 2πk.

k = 0 π ∈/ Q( ​)2 π

g(α,β) = (2α + β,α + β) (mod 2π).

2π

A = ​ ​ , detA =(
2
1

1
1
) 1,

A = ​ ​ .(
1
1

1
0
)

2

λ ​ =± ​ =
2

3 ± ​5
φ .±2
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Эту ветку тоже стоит потом разобрать отдельно - там Lyapunov exponents, entropy, stable/unstable directions и снова

золотое сечение.

4. №78 - почти все орбиты cat map плотны. Вот тут сарказм про школьников становится уже полностью оправдан.

🙂 Арнольд просит доказать, что множество исключительных начальных условий имеет меру нуль. (Math.ru)

Это уже по существу эргодичность cat map.

Есть очень красивое доказательство через ряды Фурье. Если функция  инвариантна,

разлагаем её по характерам тора:

Отображение  гоняет ненулевые частоты  по бесконечным орбитам . Инвариантность заставила бы

коэффициенты вдоль такой орбиты быть одинаковыми, а квадрат-суммируемость запрещает это, если коэффициент

ненулевой. Остаётся только : инвариантные функции постоянны.

Это стандартный очень чистый Fourier proof эргодичности гиперболического торического автоморфизма. (Mathematics

Stack Exchange)

И тут получается замечательный парадокс картинки: периодические точки плотны, но одновременно почти каждая

точка имеет плотную непериодическую орбиту. Это не противоречие: первое - топологическое утверждение о

плотном множестве меры нуль; второе - метрическое утверждение о почти всех точках.

5. №79 - кульминация: не просто плотность, а равномерное распределение. Арнольд требует для систем из №76

и №78:

(Math.ru)

И вот здесь мы наконец получаем настоящее содержание слова ergodic:

Для иррационального переноса №76 это даже сильнее: орбиты равномерно распределены для каждого начального

положения - это уникальная эргодичность. Для cat map - для почти всех точек; это уже естественное применение

эргодической теоремы. Cat map на самом деле значительно сильнее эргодично: оно mixing и имеет положительную

энтропию. (eScholarship)

И вот тут, по-моему, обнаруживается самая красивая архитектура всей концовки. Арнольд ставит рядом два

совершенно разных типа динамики на одном и том же торе:

но обе системы дают равномерное распределение орбит.

Это очень важная мораль:

Совершенно регулярное вращение тора может быть эргодическим; хаотическое cat map - тоже. Чтобы различить их,

нужны более сильные понятия: mixing, экспоненты Ляпунова, энтропия и т. д.

​Фибоначчи/φ → cat map → гиперболическая динамика.

f

f(Ax) = f(x),

f(x) = ​c ​e .
k∈Z2

∑ k
i⟨k,x⟩

A k A kT

c ​0

​ ⟶
n

k ​(A)n
​.

mesM

mesA

​доля времени в области = доля фазового объёма области.

​​ ​ ​

№76
иррациональный перенос

квазипериодичность

интегрируемость

нулевая энтропия
не mixing

№77-79
cat map

гиперболичность

хаос

положительная энтропия
mixing

​эргодичность  =  хаос.
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А если посмотреть на весь финал начиная ещё с №73:

То есть книжка действительно заканчивается практически словами:

«А теперь, дети пяти-пятнадцати лет, докажем основы эргодической теории классической механики».

Причём это не случайная область Арнольда: его совместная с Авезом книга специально посвящена именно эргодическим

проблемам классической механики, а в Mathematical Methods of Classical Mechanics эргодическая теория входит в общий

геометрический аппарат механики. (CiNii Research)

Из ответвлений я бы пока поставил закладки на четыре: №75 → Пуанкаре/Лиувилль и парадокс возвращения; №76

→ action-angle и KAM; №77 → Fibonacci/ , Anosov и entropy; №78-79 → Fourier/characters и статистическая

механика. Они все действительно заслуживают отдельного разговора.

Sources

math.ru math.ru

Arnold cat map - Scholarpedia scholarpedia.org

linear algebra - Why are hyperbolic toral automorphisms (e.g. Arnold's cat map) ergodic? - Mathematics Stack Exchange

math.stackexchange.com

Theory and Applications of Pull-Back Operator Methods in Dynamical Systems escholarship.org

Ergodic problems of classical mechanics | CiNii Research cir.nii.ac.jp

9/26/2026, 2:07:29 PM · gpt-5-6-thinking
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: вращение окружности и равнораспределение;

: возвращение;

: квазипериодический тор;

: гиперболический тор;

: эргодичность;

: временное среднее = пространственному.
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Небольшая пауза. Я сгенерировал PDF, используя ChatGPT Exporter plugin для 

Chrome. Удивительно, но этот plugin собрал всё. Дополнительная проблема, 

которую я пока не знаю как решать: я бы хотел сделать вставки в чат, добавив 

обсуждение по некоторым задачам, или хотя бы добавить замечания на полях. 

Например, теперь я знаю (и хотел бы это упомянуть), почему Арнольд добавил 

задачу 7 (про братьев и сестер). В статье в 

[https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf]

(https://static.nsta.org/pdfs/QuantumV5N1.pdf) (упомянутой выше), это пример 

(один из нескольких),  как спросить, чему равно 3-1. То есть, это из серии: 

простая суть - психологически сложная оболочка.

9/27/2026, 2:27:50 PM

Да, это как раз тот тип позднего открытия, который очень жалко оставлять вне основного текста: оно меняет

интерпретацию задачи, а не просто добавляет библиографическую справку. Для №7 я бы добавил короткую вставку

прямо рядом с обсуждением, а не прятал её в общий appendix. Я проверю точное место в Quantum, чтобы

сформулировать примечание максимально близко к самому Арнольду.

Thinking

●
Searched 13 websites

🌐 Reading PDF annotation skill

●
Оформляя замечания

Я могу помочь добавить к экспортированному PDF заметки на полях или короткие обсуждения после нужных фрагментов. 

Пришлите файл и укажите страницы; например: «Арнольд включён под №7, потому что…».

●
Оформил замечания

🌐 Downloading Quantum PDF via requests

●
Planning PDF additions

I’d suggest visible margin notes for brief clarifications and inserted addendum pages for longer discussions. For example, I can 

annotate problem 7 with Arnold’s “three minus one” example, then preserve the original text unchanged.

●
Planned PDF additions

●
Read PDF annotation instructions and downloaded the Quantum PDF

✓ Worked for 1m 18s

Да - и для таких находок я бы не переписывал основной разговор, а завёл слой поздних примечаний. И №7 - отличный

первый пример: новое знание действительно меняет смысл задачи.

В сам уже состоявшийся чат вставить сообщение задним числом нельзя. Но с экспортированным PDF есть несколько

хороших вариантов.

Самый удачный для нашего проекта, по-моему, - видимые поля с поздними примечаниями. Если справа достаточно

места, добавлять короткие заметки прямо напротив соответствующего обсуждения. Если полей почти нет, можно

технически расширить страницу вправо и получить постоянное поле специально для таких добавлений. Это лучше

обычных PDF sticky notes: примечания сразу видны, печатаются и не зависят от поддержки комментариев

просмотрщиком.

Для более длинных открытий я бы использовал вставные страницы сразу после нужного места: например, Дополнение к 

задаче 7 - культурный контекст . Тогда первоначальный разговор остаётся нетронутым, но новое обсуждение оказывается

именно там, где ему место. Можно комбинировать: на поле - 3-5 строк, а если тема разрослась - ссылка → см. вставку 7A .

Для №7 я бы сейчас написал на поле примерно так:
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Позднее примечание. В статье Арнольда Why Study Mathematics? (Quantum, 1994) эта задача появляется как один из

примеров того, как вопрос, по существу сводящийся к , можно психологически замаскировать непривычной

оболочкой. Поэтому смысл №7 - не в арифметике братьев и сестёр, а в умении отбросить сюжет и увидеть

тривиальную структуру задачи.

Мораль: математическая трудность и психологическая трудность - разные вещи.

Мне это существенно больше нравится, чем наша прежняя характеристика №7 как просто «смены системы отсчёта». Она

была верна технически, но теперь мы знаем зачем Арнольд включил такой тривиальный пример.

И это открывает полезную категорию для всего нашего чтения. Можно маркировать поздние добавления, например:

[КОНТЕКСТ] - нашли у самого Арнольда объяснение мотива задачи;

[СВЯЗЬ] - обнаружили важный портал, которого раньше не заметили;

[ПОПРАВКА] - прежняя интерпретация оказалась неполной или ошибочной;

[ИСТОЧНИК] - нашли прямой текст Арнольда.

Тогда PDF постепенно превратится не просто в экспорт чата, а в аннотированную историю нашего чтения.

Если загрузишь сюда получившийся PDF, я могу посмотреть его реальную верстку и сделать пробный вариант на

нескольких страницах - например, добавить видимое поле к №7 и одну более длинную вставку. После этого станет ясно,

какой формат лучше подходит всему документу.

9/27/2026, 2:28:04 PM · gpt-5-6-thinking

3 − 1
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Я пройду по задачам и посмотрю, что хотелось бы добавить. Задача 75. Пункаре 

и Лиувилль. Давай обсудим несколько аспектов: 1. Насколько оригинальная 

Теорема Пуанкаре отличается от содержания задачи. 2.  Почему *парадокс* 

возвращения. 3. Отношения между теоремами Пуанкаре и Лиувилля. 4. 

Заметим, что есть и Теорема Лиувилля-Арнольда. Ее [культурная] роль для этой 

серии. 5. Есть ли у тебя ещё мысли по поводу этой задачи?

9/27/2026, 2:41:07 PM

Да, это как раз тот случай, где одно короткое упражнение стоит развернуть в маленькую карту классической механики.

Я бы разделил: (i) что именно доказывает №75; (ii) что утверждает полноценная теорема Пуанкаре; (iii) почему

возникает “парадокс”; (iv) где здесь Лиувилль; (v) почему Liouville–Arnold логически не та же теорема, но

культурно идеально подводит к №76.

Thinking

●
Clarifying recurrence theory

I’m distinguishing Poincaré’s original recurrence result from later formulations. Liouville’s theorem supplies phase-space volume 

preservation, while finite-volume confinement enables recurrence; compact energy surfaces require careful measure choices.

●
Clarified recurrence theory

●
Shaping the explanation

I’m organizing five historically and mathematically distinct points: the theorem’s formulation, its relationship to Hamiltonian mechanics, 

recurrence time, the entropy tension, and its broader influence.

●
Refining recurrence distinctions

I’m noting that the stated problem is weaker than the strongest modern form: it guarantees returning points in any region, whereas full 

recurrence says almost every point returns repeatedly. This matters for comparing theorem statements and historical formulations.

●
Refined recurrence distinctions and shaped the explanation

●
Searched 28 websites

✓ Worked for 33s

Да - и здесь №75 действительно заслуживает отдельной вставки. Она выглядит элементарной, но за ней почти вся

логика консервативной механики.

1. Насколько задача 75 отличается от настоящей теоремы Пуанкаре

У Арнольда сказано: если  - взаимно однозначное гладкое отображение ограниченной области, сохраняющее

объём, то для любой окрестности  и любого  найдётся хотя бы одна точка , для которой

Это довольно слабая форма возвращения. (Math.ru)

Современная теорема Пуанкаре утверждает значительно больше:

И, если взять последовательность всё меньших окрестностей самой точки, получаем: почти каждая точка возвращается

сколь угодно близко к своему начальному положению бесконечно много раз. (ResearchGate)

Исторически интересно, что формулировка Пуанкаре 1890 года стояла где-то между этими двумя уровнями. В мемуаре о

задаче трёх тел он утверждал: если движение остаётся ограниченным и объём является интегральным инвариантом, то

через любую область, сколь угодно малую, проходят траектории бесконечное число раз. Затем он усилил это

утверждением, что невозвращающиеся траектории являются исключительными, имеют вероятность ноль. (TIB OA)

Поэтому интересная градация такая:

g : M → M

U N x ∈ U

g (x) ∈T U при некотором T > N .

​почти каждая точка x ∈ U  возвращается в U  бесконечно много раз.
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И доказательство первой ступени действительно почти смешное:  не могут быть попарно

непересекающимися областями одинакового положительного объёма внутри пространства конечного объёма. Именно

поэтому теорема так важна культурно: результат огромной силы получается из pigeonhole principle + сохранения

меры.

2. Почему “парадокс возвращения”

Само возвращение математически не парадоксально. Парадокс возникает при столкновении с термодинамикой.

Представим газ в коробке. Он начинает в крайне неравновесном состоянии - например, весь газ находится в левой

половине. По второму началу термодинамики он рассеивается, энтропия возрастает, и мы ожидаем равновесие.

Но теорема Пуанкаре говорит: если это изолированная конечная гамильтонова система, то через достаточно большое

время она должна попасть сколь угодно близко к исходному микросостоянию. Значит, в какой-то момент газ

должен практически сам собраться обратно слева.

Именно это Цермело в 1896 году использовал как возражение против механического объяснения необратимости

Больцмана; поэтому обычно говорят о Zermelo recurrence paradox. (arXiv)

Разрешение не в том, что Пуанкаре или термодинамика «неправы», а в разнице утверждений:

против

Возвращения существуют, но для макроскопической системы типичное время возвращения чудовищно велико. Кроме

того, энтропия статистической механики связана с coarse-graining/макросостояниями, а не просто с сохранённым

лиувиллевским объёмом отдельного микросостояния.

Так что слово «парадокс» означает скорее конфликт двух картин мира, который заставил уточнить смысл второго

закона.

3. Лиувилль → Пуанкаре: отношение почти идеальное

Вот здесь связь очень чистая.

Теорема Лиувилля для гамильтоновой системы говорит:

В координатах 

не изменяется под действием потока. Геометрически область может вытягиваться, складываться, становиться очень

сложной, но её объём остаётся тем же. (MathWorld)

А теореме Пуанкаре нужны ровно две вещи:

Поэтому для механики схема буквально такая:

Есть небольшая техническая тонкость: всё фазовое пространство  обычно бесконечно. Поэтому рассматривают

ограниченную инвариантную область или компактную энергетическую поверхность с соответствующей инвариантной

мерой. Именно boundedness/finite measure здесь принципиальны. (ScienceDirect)

​​

№75: для каждого N  существует какое-то возвращение;
Пуанкаре 1890: существуют траектории, возвращающиеся бесконечно;
современная форма: почти каждая траектория возвращается бесконечно.

U , gU , g U , …2

​микроскопическая динамика обратима и рекуррентна

​второй закон - статистическое утверждение о макросостояниях.

​гамильтонов поток сохраняет фазовый объём.

(q, p)

dq ​dp ​ ⋯ dq ​dp ​1 1 n n

​сохранение меры + конечная мера доступного пространства.

​Hamilton ⇒ Liouville ⇒ measure preservation ⇒ Poincar  recurrence.é

R2n
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То есть Лиувилль - механическая причина, почему абстрактная теорема возвращения применима к классической

механике.

4. А теорема Лиувилля-Арнольда?

Это другая теорема Лиувилля - и её нельзя смешивать с теоремой сохранения фазового объёма.

Она говорит примерно следующее. Если гамильтонова система с  степенями свободы имеет  независимых интегралов

которые попарно коммутируют по скобке Пуассона,

то компактная связная регулярная совместная поверхность уровня этих интегралов является тором

а в action-angle coordinates движение принимает вид

То есть на каждом таком торе оно просто линейное:

Это и есть теорема Лиувилля-Арнольда. (Scholarpedia)

И вот её культурная роль в серии 75-79, по-моему, огромна.

Посмотри:

а сразу затем

линейное квазипериодическое движение на торе.

То есть №76 выглядит буквально как детская модель динамики, которую даёт Liouville-Arnold theorem:

А затем №77 заменяет это спокойное линейное движение другим отображением того же тора -

и мы переходим к гиперболической, хаотической динамике.

Поэтому конец книги можно читать почти как драматургию:

То есть сначала integrable world, потом chaotic world, но оба живут на одном торе и оба попадают в эргодическую

картину.

5. Ещё несколько мыслей о №75

Первая - эта задача удивительно хорошо соединяется с нашей №64 про дни рождения. Там мы уже различали:

n n

F ​ =1 H,F ​, … ,F ​,2 n

{F ​,F ​} =i j 0,

​
,T n

=İ 0, =θ̇ ω(I).

θ(t) = θ(0) + ωt (mod 2π).

​75 :  общая консервативная динамика - возвращение

​76 :  (α,β) ↦ (α + 1,β + ​)2

​integrable Hamiltonian system → invariant tori → linear/quasiperiodic flow.

​ ​ ,(
2
1

1
1
)

​Liouville → Poincar  recurrence → ​ → ​ .é

#76

​Liouville–Arnold torus

#77−79

​Anosov/cat map

T ​ ∼collision ​N
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для первого совпадения любой пары состояний, и

для возвращения в заранее заданную область.

Есть точная теорема Каца: при нормировке полной меры к 1 среднее время первого возвращения в множество  равно

То есть №64 и №75 - два разных вида recurrence statistics:

Это очень красивая связь со статистической механикой.

Вторая мысль: №75 специально не говорит ни слова про дифференциальные уравнения, гамильтонианы или механику.

Арнольд вынул структурную сердцевину теоремы:

конечный объём + сохранение объёма ⇒ возвращение.

Это ровно его любимая педагогическая операция: сложная историческая теорема оказывается следствием простой

геометрической идеи, если убрать техническую оболочку.

Третья: стоит отличать recurrence от periodicity. Теорема Пуанкаре не говорит, что система когда-нибудь точно

повторится. В непрерывном фазовом пространстве она лишь возвращается произвольно близко. Периодические точки -

гораздо более специальный объект; они появятся в №77. Поэтому 75→77 - ещё одна хорошо продуманная ступень:

И, наконец, исторически это очень «Пуанкаре»: теорема родилась не из абстрактной теории меры, а из задачи трёх тел

и вопроса об устойчивости Солнечной системы. В опубликованном мемуаре 1890 года recurrence фактически заняла

место более сильного понятия устойчивости, доказательство которого Пуанкаре пришлось оставить после обнаружения

ошибки в первоначальной работе. (TIB OA)

Так что для поля рядом с №75 я бы, наверное, записал совсем коротко:

А ниже:

Это очень аккуратно объясняет, почему №75 стоит именно в начале последней серии.

Sources

math.ru math.ru

(PDF) Ergodic Theory: Recurrence researchgate.net

Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach oa.tib.eu

Poincare Recurrence, Zermelo's Second Law Paradox, and Probabilistic Origin in Statistical Mechanics arxiv.org

Liouville's Phase Space Theorem -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

Recurrence Time - an overview | ScienceDirect Topics sciencedirect.com

Hamiltonian Systems - Scholarpedia scholarpedia.org

9/27/2026, 2:41:14 PM · gpt-5-6-thinking

T ​ ∼return N

U

​.​

μ(U)

1

​birthday collision ∼ μ(U) fixed-set return ∼ μ(U) .−1/2 −1

​возвращение = периодичность.

​Liouville: объём сохраняется ⇒ Poincar : почти всё возвращается.é

​Liouville–Arnold: integrable motion lives on tori ⇒ #76.
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То, что у тебя связано с именами Больцмана и Цермело, я привык связывать с 

именами Лошмидта (парадокс обратимости Лошмидта) и Эренфеста [если я 

ничего не путаю]. Не мог ли ты прояснить этот момент для меня?

9/27/2026, 2:52:02 PM

Да, тут легко смешать несколько близких, но всё-таки разных возражений против Больцмана. Я разложу их по именам и

по логике: Лошмидт — обратимость, Цермело — возвращение Пуанкаре, а Эренфесты — скорее про

статистическую интерпретацию необратимости и модель урн, чем про отдельный «парадокс возвращения».

Thinking

●
Clarifying the paradoxes

I’m separating three related ideas: Loschmidt’s reversibility objection, Zermelo’s recurrence objection based on Poincaré, and the 

Ehrenfest urn model, which illustrates—not names—the recurrence issue.

●
Clarified the paradoxes

●
Searched 5 websites

✓ Worked for 18s

Ты ничего не путаешь - просто здесь рядом стоят три разных сюжета, которые в учебной традиции часто сливаются в

один «парадокс необратимости».

Лошмидт (1876) - парадокс обратимости. Его аргумент не использует возвращение Пуанкаре вообще. Если газ

эволюционирует из неравновесия к равновесию, то классическая механика обратима во времени: в некоторый момент

заменим все скорости  на , и система должна точно пройти прежнюю траекторию назад. Следовательно,

существует столь же допустимая механическая траектория, на которой энтропия уменьшается. Это знаменитый

Umkehreinwand, reversibility objection. (Stanford Encyclopedia of Philosophy)

Схематически:

Пуанкаре (1890) - теорема возвращения. Здесь скорости никто не обращает. Просто из сохранения меры и

конечности доступного фазового объёма следует, что почти всякая траектория когда-нибудь вернётся сколь угодно

близко к исходному состоянию - и будет делать это снова. Это уже совершенно другой механизм. (Cambridge University

Press)

А Цермело (1896) применил именно теорему Пуанкаре против абсолютной монотонности -функции Больцмана:

Поэтому стандартное историческое название здесь - Zermelo recurrence objection/paradox, Wiederkehreinwand.

(Stanford Encyclopedia of Philosophy)

То есть различие можно запомнить совсем коротко:

И оба дают энтропийно-убывающую эволюцию, но совершенно по разным причинам.

А где здесь Эренфест?

Вот здесь, думаю, находится источник твоего воспоминания.

Пауль и Татьяна Эренфесты ввели в 1907 году знаменитую урновую модель Эренфестов (dog-flea model): 

шариков распределены между двумя урнами, на каждом шаге случайно выбранный шарик переходит в другую урну.

v ​i −v ​i

​механика обратима ⟹ если возможен S ↑,  то возможен и S ↓ .

H

​если система возвращается почти к началу, H  не может всё время монотонно меняться.

​​ ​ ​

Лошмидт

Пуанкаре–Цермело

:

:

обратить скорости сейчас;

ничего не делать и очень долго ждать.

N
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Если начать со всех шариков в одной урне, система очень быстро идёт к примерно равному распределению и почти всё

время проводит около него - но неизбежно иногда совершает огромные флуктуации и даже возвращается к исходному

состоянию. (Springer)

Вот почему модель Эренфестов стала классической иллюстрацией обоих парадоксов одновременно:

микродинамика допускает возвраты;

макроскопически наблюдается практически необратимое стремление к равновесию;

точное возвращение существует, но его время огромно.

Позже их wind-tree model 1912 года тоже использовалась именно для прояснения отношения между -теоремой,

обратимостью и возвращением. (arXiv)

Поэтому я бы сказал:

И это хорошо объясняет, почему в памяти эти имена могли поменяться местами.

Есть даже терминологическая ловушка: выражение «парадокс Эренфеста» обычно означает совсем другое - парадокс

вращающегося диска в специальной теории относительности. Поэтому применительно к энтропии лучше говорить

именно Ehrenfest urn model, а не «парадокс Эренфеста».

А Больцман?

Больцман здесь не автор парадокса, а человек, против которого направлены оба возражения и который на них

отвечает. Они сыграли огромную роль в переходе от попытки понимать -теорему как строгую механическую

монотонность к статистической картине:

не означает «энтропия математически обязана расти на каждой траектории во всякий момент». Скорее неравновесные

макросостояния занимают ничтожную долю фазового пространства, а равновесные - почти всё; поэтому типичная

система подавляющую часть времени находится около равновесия, хотя редкие флуктуации и возвращения не

запрещены. (Cambridge University Press)

Так что для нашей заметки к №75 я бы теперь написал точнее:

а рядом отдельную ветку:

И затем они снова сходятся:

Мне кажется, это исторически чище, чем моя прежняя формулировка, где я слишком быстро перескочил от Пуанкаре к

«парадоксу» вообще.

Sources

Philosophy of Statistical Mechanics (Stanford Encyclopedia of Philosophy) plato.stanford.edu

Foundations of Statistical Mechanics cambridge.org

Hodology | Foundations of Physics | Springer Nature Link link.springer.com

Boltzmann's H-theorem, its limitations, and the birth of (fully) statistical mechanics arxiv.org

H

​Лошмидт и Цермело ставят проблему; Эренфесты дают модель, на которой видно её статистическое разрешение.

H

S ↑

​​

Liouville
↓

Poincar  recurrenceé
↓

Zermelo recurrence objection

​time-reversal invariance → Loschmidt reversibility objection.

​Loschmidt + Zermelo → статистическая трактовка Больцмана → Ehrenfest models.
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Ага. Задача 76. Action-angle и KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser).  Мы уже затронули 

её связь с Теоремой Лиувилля-Арнольда. Давай рассмотрим значение, связи и 

контекст подробнее.

9/27/2026, 2:58:23 PM

Здесь действительно стоит развернуть контекст: №76 — почти идеальная школьная модель линейного движения на

инвариантном торе, то есть того, что теорема Лиувилля–Арнольда даёт для интегрируемой гамильтоновой системы. А

KAM объясняет, что происходит с этими торами после малого возмущения. Я свяжу это в одну цепочку и отдельно

отмечу, что именно в №76 уже видно без тяжёлой теории.

Thinking

●
Clarifying the torus map

I’m connecting action–angle dynamics to Problem 76: the map is a constant translation on a torus, modeled by a linear flow. I’ll explain 

irrational-frequency density, resonance, and why arithmetic conditions matter.

●
Clarified the torus map

●
Проверяя формулировку

Я уточняю точную запись задачи, потому что плотность вращения зависит от того, рассматривается ли тор как \((\mathbb 

R/2\pi\mathbb Z)^2\) или \((\mathbb R/\mathbb Z)^2\).

●
Connecting integrable dynamics

I’m relating Problem 76 to action–angle coordinates: integrable Hamiltonian motion becomes linear torus translation, where integer 

frequency relations create resonances and rational independence produces dense, equidistributed trajectories.

●
Checked wording and connected integrable dynamics

●
Searched 8 websites

✓ Worked for 48s

Да. №76, пожалуй, одна из самых насыщенных задач во всём сборнике, потому что она фактически показывает

школьнику нормальную форму интегрируемой гамильтоновой системы - только не произносит этих слов.

Формально задача рассматривает перенос на торе

Это дискретная версия потока

то есть

И вот это не просто «пример движения на торе». Именно к такому виду теорема Лиувилля-Арнольда приводит

любую вполне интегрируемую гамильтонову систему на регулярном компактном уровне.

Action-angle: почему тор вообще появляется

Пусть система имеет  степеней свободы и  независимых интегралов

в инволюции:

(α,β) ↦ (α + 1,β + ​)2 (mod 2π).

=α̇ 1, ​ =β̇ ​,2

(α(t),β(t)) = (α ​ +0 t,β ​ +0 ​t)2 (mod 2π).

n n

F ​ =1 H,F ​, … ,F ​2 n

{F ​,F ​} =i j 0.
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Тогда регулярная компактная связная совместная поверхность уровня этих интегралов является -мерным тором. В

окрестности такого тора существуют координаты

в которых гамильтониан зависит только от actions:

и уравнения становятся

Следовательно,

И всё сложное нелинейное движение превратилось в равномерное прямолинейное движение на торе. Это и есть

центральная геометрическая идея Liouville-Arnold. (Scholarpedia)

Поэтому №76 я бы формулировал даже сильнее:

Actions  при этом имеют вполне физический смысл: в простейших случаях

то есть площадь в фазовой плоскости, делённая на . А  - фаза движения.

Для гармонического осциллятора это буквально амплитуда/энергия плюс фаза. Для двух независимых осцилляторов

получаем произведение двух окружностей - тор.

И тут сразу возвращается №57.

Для двух осцилляторов

Если

траектория замыкается - фигура Лиссажу.

Если отношение иррационально, движение по фазовому тору не замыкается и становится плотным.

То есть наши две темы соединяются совершенно буквально:

Резонанс против квазипериодичности

Для

всё определяется арифметикой частот.

Если существует

имеется резонанс.

Тогда траектория живёт на торе меньшей размерности; если все частоты соизмеримы, она вообще периодична.

Если целочисленных соотношений нет, частоты рационально независимы и орбита плотна на всём торе.

n

(I ​, … , I ​; θ ​, … , θ ​),1 n 1 n

H = H(I),

=İ 0, =θ̇ ω(I) = ​.
∂I

∂H

θ(t) = θ(0) + ωt.

​№76 - не аналог Liouville-Arnold, а буквально её локальная модель.

I ​j

I = ​ p dq,
2π

1
∮

2π θ

x = cosω ​t, y =1 cosω ​t.2

​ ∈
ω ​2

ω ​1
Q,

​Лиссажу №57⟷ линейный поток на торе №76.

θ(t) = θ ​ +0 ωt

k ∈ Z ∖n {0}, k ⋅ ω = 0,
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Причём здесь №76 фактически только первый этаж. Плотность - это то, что просит задача. Но для иррационального

линейного потока верно гораздо больше:

То есть доля времени в области  стремится к

Именно это Арнольд возвращает в №79.

Поэтому внутри последней серии имеется красивая лестница:

А №73-74 были одномерной подготовкой:

№76 - та же идея уже на .

И теперь KAM

Пусть интегрируемая система немного испорчена:

При  фазовое пространство заполнено инвариантными торами

и на каждом из них движение линейно - ровно №76.

Естественный вопрос XIX века:

Что останется от этих торов, если взаимодействие между степенями свободы сделать небольшим?

Можно было ожидать, что возмущение уничтожит всю красивую структуру.

Колмогоров в 1954 году обнаружил поразительный факт: при достаточно малом гамильтоновом возмущении многие

нерезонансные инвариантные торы сохраняются, слегка деформируясь. Арнольд в 1963 году дал первое подробное

доказательство аналитической версии теоремы Колмогорова; Мозер разработал соответствующую теорию для

достаточно гладких отображений. (Scholarpedia)

Схематически:

Не все торы выживают. Особенно опасны резонансные и почти резонансные частоты.

И тут возникает знаменитая проблема малых знаменателей.

Вот где №56 с цепными дробями неожиданно возвращается

При попытке устранить возмущение приходится решать уравнения типа

Если разложить  в ряд Фурье,

то

​каждая орбита равномерно распределена.

A

​
.

areaT 2

areaA

​76 :  плотность ⟶ 79 :  равномерное распределение.

x ↦ x + α (mod 1).

T2

H(I, θ) = H ​(I) +0 εH ​(I, θ).1

ε = 0

I = const,

​​ ​ ​

ε = 0

ровные торы
линейное движение

⟶

ε = 0,  ∣ε∣ ≪ 1

деформированные торы
квазипериодическое движение.

ω ⋅ ∇ ​u =θ f .

f

f = ​f ​e ,
k

∑ k
ik⋅θ

f
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Если

очень мало, коэффициент становится огромным.

Поэтому недостаточно сказать «отношение частот иррационально». Нужно, чтобы оно не слишком хорошо

приближалось рациональными числами.

Возникает диофантово условие примерно вида

Именно такие частоты составляют классические KAM-торы. (Scholarpedia)

Вот какая замечательная петля получилась у Арнольда:

То есть то, насколько хорошо иррациональное число приближается дробями, внезапно определяет устойчивость

физического движения.

Золотое сечение здесь особенно знаменито: его цепная дробь

делает его в определённом смысле «наиболее плохо приближаемым» рациональными числами. Поэтому golden mean

очень естественно возникает в исследованиях устойчивых квазипериодических движений и разрушения инвариантных

торов.

Почему для Арнольда это было центральной темой

Это не просто область, которой он «тоже занимался». Работы 1961-1963 годов о малых знаменателях, KAM и

устойчивости были одной из центральных частей его ранней научной биографии.

У него идут почти подряд:

и большой обзор

Small denominators and problems of stability of motion in classical and celestial mechanics. (Math-Net)

То есть Liouville-Arnold и KAM формировались у него практически одновременно как части одной картины:

Это два последовательных вопроса.

Изначальная физическая проблема - планеты

Для невзаимодействующих планет задача почти интегрируема: каждая планета движется по своей кеплеровой орбите.

Но настоящие планеты взаимодействуют.

То есть

Вопрос:

u ​ ∼k ​.
k ⋅ ω

f ​k

k ⋅ ω

∣k ⋅ ω∣ ≥ ​.
∣k∣τ
γ

​№56 цепные дроби → рациональные приближения → малые знаменатели → KAM.

[1; 1, 1, 1, …]

Small denominators I (1961),

устойчивость планетных систем (1962),

доказательство теоремы Колмогорова (1963),

теорема Лиувилля об интегрируемых системах (1963),

​что происходит в интегрируемой системе? + что от этого остаётся после малого возмущения?

​несвязанные задачи Кеплера + малые взаимные возмущения.
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Не накопятся ли эти маленькие возмущения за миллионы лет настолько, что Солнечная система разрушится?

Это один из исторических источников всей perturbation theory.

KAM показывает, что при подходящих условиях у достаточно слабовозмущённых гамильтоновых систем сохраняется

множество квазипериодических торов положительной меры. Арнольд применил эту схему к планетной задаче и доказал

существование большого класса устойчивых квазипериодических движений для достаточно малых масс планет. Это,

конечно, не доказательство вечной устойчивости реальной Солнечной системы. (Scholarpedia)

И здесь неожиданно возвращается наша прежняя тема из №56:

Для Арнольда это почти одна непрерывная культурная линия.

Есть, кстати, маленькая техническая странность самой №76, которую стоит сохранить в наших заметках. При торе с

периодом  для конкретного переноса

нужно не просто знать иррациональность , а отсутствие соотношения

Это использует существенно больше - например трансцендентность . Педагогически Арнольд явно хочет

иллюстрировать рационально независимый вектор частот, а конкретный выбор констант несколько неудачен, если

воспринимать задачу буквально как школьное доказательство.

И поэтому культурную роль №76 во всей финальной серии я бы сформулировал так:

№76 представляет регулярный мир гамильтоновой механики: движение может никогда не повторяться и быть

плотным, но оно совершенно не хаотично - оно всего лишь равномерно наматывается на тор.

А KAM добавляет одну из самых глубоких моралей XX века:

Именно поэтому №76 - великолепный противовес будущему cat map: плотная орбита сама по себе ещё совершенно

не означает хаос. (Scholarpedia)

Sources

Kolmogorov-Arnold-Moser Theory - Scholarpedia scholarpedia.org

V. I. Arnol'd, “Small denominators. I. Mapping the circle onto itself”, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat., 25:1 (1961), 21–86

mathnet.ru

9/27/2026, 2:58:32 PM · gpt-5-6-thinking

​continued fractions → resonances → planetary periods → KAM.

2π

(1, ​)2

​2

m + n ​ =2 2πk.

π

​​ ​ ​ ​ ​

75
recurrence →

76
integrable quasiperiodicity

↑
Liouville–Arnold/KAM

→
77

hyperbolic chaos

​интегрируемость хрупка, но квазипериодический порядок удивительно устойчив.
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Задача 77. Решение простое: рациональные точки (относительно π). Важен 

контекст (окрошка из кошки, хаос, всё такое).

9/27/2026, 4:16:30 PM

Да — само доказательство №77 почти одноходовое, поэтому смысл задачи почти целиком в объекте, который Арнольд

выбрал. Это уже не «ещё один тор», а каноническая игрушечная модель детерминированного хаоса: растяжение,

сжатие, складывание по модулю решётки, плотные периодические точки, mixing, энтропия.

Thinking

●
Explaining cat maps

I’m framing Arnold’s cat map through stretching, contracting, and wrapping modulo one. I’ll connect its expanding eigenvalue to chaos, 

dense periodic points, entropy, and the difference between continuous dynamics and finite pixel grids.

●
Explained cat maps

●
Connecting chaos properties

I’m emphasizing that the cat map is an Anosov, mixing system with dense periodic points and sensitive dependence. Rational points 

are periodic, while finite pixel grids eventually repeat because they contain only finitely many states.

●
Contrasting map behavior

I’m contrasting this hyperbolic map with the earlier irrational translation: both preserve area, but this one expands and contracts 

exponentially. Its Fibonacci-related powers, periodic-point growth, entropy, and finite-grid recurrence sharpen the picture.

●
Connected chaos properties and contrasted map behavior

●
Connecting the constants

I’m tying the map’s expanding eigenvalue to the golden ratio: \(\lambda_+=\varphi^2\), so entropy becomes \

(\log\lambda_+=2\log\varphi\). I’m also highlighting Fibonacci powers, dense periodic points, mixing, and eventual repetition on finite 

pixel grids.

●
Searched 5 websites

✓ Worked for 56s

Да. №77 - тот случай, где решение почти нарочито элементарно, а вся глубина находится в выборе примера.

Для

на торе  любая точка, координаты которой являются рациональными кратными , лежит на конечной

решётке некоторого знаменателя . Поскольку  - целочисленная обратимая матрица с , она просто

переставляет конечное множество этой решётки. Значит, точка периодична. Рациональные точки плотны - готово. Более

того, для гиперболического автоморфизма тора верно и обратное: периодические точки - именно рациональные точки.

(Scholarpedia)

Но культурно начинается самое интересное.

Арнольд использовал именно эту систему и рисунок кошки для иллюстрации хаотической динамики; отсюда название

Arnold cat map. Это стандартный пример Anosov-диффеоморфизма. (Scholarpedia)

Почему кошка превращается в «окрошку»? У матрицы собственные значения

За один шаг изображение растягивается в одном направлении примерно в  раза и сжимается в поперечном

примерно в  раза; площадь при этом сохраняется, поскольку

A = ​ ​(
2
1

1
1
)

T =2 R /(2πZ)2 2 2π

q A detA = 1

λ ​ =+ ​ =
2

3 + ​5
φ >2 1, λ ​ =− ​ =

2

3 − ​5
φ <−2 1.

2.618

0.382

λ ​λ ​ =+ − 1.
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После взятия modulo  длинные тонкие полосы снова укладываются на тор. Повторяем - получаем всё более тонкую

«лапшу» из первоначальной кошки. Это и есть визуальная картинка mixing. Сам cat map сохраняет площадь и является

mixing-системой. (MathWorld)

При этом хаос здесь удивительно чистый: никакой нелинейности вообще нет. На покрывающей плоскости это всего

лишь линейное преобразование

Но близкое начальное смещение вдоль неустойчивого направления растёт как

Поэтому положительный показатель Ляпунова равен

Вот одна из самых красивых особенностей cat map: хаос можно вычислить в точности. Нет численной оценки

«примерно хаотично» - скорость экспоненциального разбегания известна точно. Современные источники используют

этот же показатель при обсуждении cat map как модели классического и квантового хаоса. (Scholarpedia)

И тут неожиданно возвращается наша №55. Если

то

Поэтому

То есть «окрошка из кошки» растягивается со скоростью, определяемой золотым сечением и числами Фибоначчи.

Это уже прекрасная петля внутри самого сборника:

Есть ещё одна особенно красивая формула. Число точек периода, делящего , равно

По собственным значениям это

То есть число периодических орбит растёт экспоненциально примерно как

А логарифмическая скорость этого роста -

та же величина, которая возникает как энтропия системы. Здесь сходятся три разных признака хаоса:

Это уже очень серьёзная динамика, спрятанная за задачей «заметьте рациональные точки».

И особенно важно поставить №77 рядом с №76. Там было

2π

x ↦ Ax.

δ ​ ∼n λ ​δ ​.+
n

0

χ = log λ ​ =+ log ​ =
2

3 + ​5
2 logφ.

Q = ​ ​ ,(
1
1

1
0
)

Q =2
​ ​ =(

2
1

1
1
) A.

A =n
​ ​ .(

F ​2n+1

F ​2n

F ​2n

F ​2n−1
)

​№45,55: Fibonacci/φ⟶№77: hyperbolicity/chaos.

n

det(A − I) .∣ n ∣

λ ​ ++
n λ ​ −−

n 2.

λ ​.+
n

log λ ​,+

экспоненциальное разбегание траекторий ⟷ экспоненциальный рост периодических орбит ⟷ положительная энтропия

x ↦ x + ω
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на том же торе. Орбита может быть плотной, но две соседние точки никогда экспоненциально не расходятся:

производная равна единице, энтропия нулевая, mixing нет.

Здесь же

и орбита тоже может быть плотной, но теперь есть гиперболическое растяжение, положительный показатель Ляпунова,

mixing и положительная энтропия. Поэтому:

Мне кажется, это одна из главных педагогических причин поставить №76 и №77 подряд.

И наконец, плотные периодические точки в №77 - не просто удобный факт для доказательства. Это один из характерных

признаков гиперболической динамики. В cat map одновременно существуют:

и, как потребует №78,

То есть любое маленькое окошко фазового пространства содержит и идеально повторяющиеся движения, и типичные

хаотические траектории. Это уже очень хорошая модель того, что Пуанкаре и затем школа Арнольда научили видеть в

динамических системах.

А сама кошка - не случайный популяризаторский мем: Арнольд действительно использовал её именно для демонстрации

хаотических свойств этого отображения. (Scholarpedia)

Для будущего примечания к PDF я бы, пожалуй, выделил одной строкой:

Это очень многое объясняет в архитектуре финальной серии.

Sources

Hyperbolic dynamics - Scholarpedia scholarpedia.org

Arnold's Cat Map -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

9/27/2026, 4:16:40 PM · gpt-5-6-thinking

x ↦ Ax,

​плотная орбита  =  хаос.

​периодические точки всюду плотны

​почти каждая орбита непериодична и всюду плотна.

​№76: плотность без хаоса; №77: плотность + гиперболический хаос.
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Задача 78. Собственно, я слегка запутался (или составитель): в русском 

оригинале 78 ссылается на 76, и тогда непонятно, в чём разница (точнее, в 76 

уже требуется доказать это утверждение доя ВСЕХ точек). Английский перевод 

ссылается на 77, и это совсем другое дело.

9/27/2026, 4:33:22 PM

Да, тут похоже именно на текстологическую проблему, а не на математическую тонкость. Я сверю подряд 76–78 в

русском издании и английском переводе: если русский №78 действительно ссылается на 76, то либо там опечатка, либо

формулировка №76/78 различается тоньше, чем кажется.

Thinking

●
Checking the reference

I’m comparing editions to determine whether the cross-reference is a typographical error. Earlier versions appear to retain the 

problematic reference, while a later edition seems to correct the numbering after renumbering nearby problems.

●
Clarifying the numbering

I’m distinguishing editions and mathematical context. The later numbering makes the most sense: problem 78 likely refers to the cat 

map in 77, while 79 compares results from 76 and 78. Earlier versions appear to preserve a typographical cross-reference error.

●
Checked the reference and clarified numbering

●
Searched 12 websites

✓ Worked for 45s

Да - здесь, похоже, реальная опечатка в русском оригинале, причём она пережила два издания.

В русском издании 2007 года буквально написано:

№76: для переноса

доказать, что орбита каждой точки всюду плотна; (Math.ru)

№77: заменить  на cat map

доказать плотность периодических точек; (Math.ru)

№78: «В обозначениях задачи 76 доказать, что для почти всех точек… орбита всюду плотна». (Math.ru)

Если читать это буквально, №78 совершенно бессмысленна как новая задача: №76 уже утверждает плотность орбиты

для всех , а №78 просит то же самое лишь для почти всех.

Более того, эта же ошибка была уже в первом русском издании 2004 года: там нынешние №76-79 имели номера 74-

77, и соответствующая задача говорит «в обозначениях задачи 74», то есть опять отсылает к иррациональному

переносу, а не к cat map. (Djvu Online)

А вот в английском издании Lectures and Problems 2015 года это исправлено:

“78. In the notation of Problem 77 prove that, for almost all points … the sequence … is everywhere dense…” (Scribd)

И математически именно это почти наверняка и есть задуманный текст.

Почему уверенность очень высокая? Потому что тогда вся последовательность становится безупречной:

g(α,β) = (α + 1,β + ​)2 (mod 2π)

g

g(α,β) = (2α + β,α + β) (mod 2π);

x

x
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Особенно выдаёт ошибку №79. В русском тексте там сказано «В задачах 76 и 78» доказать равномерное

распределение. (Math.ru) Если №78 относится к тому же , что №76, Арнольд зачем-то дважды называет одну и ту же

систему. Если же №78 означает cat map из №77, всё идеально:

оба эргодичны/равномерно распределяют типичные орбиты, но совершенно разными механизмами.

И №77-78 тогда дают особенно красивый контраст внутри одной системы:

и одновременно

Это как раз тот парадоксально выглядящий феномен, который стоит показать ребёнку… ну, ребёнку Арнольда. :-)

Есть ещё библиографическая тонкость. Ранний английский перевод, основанный непосредственно на русском издании

2004 года, судя по доступной версии, сохранял ошибочную ссылку; исправление на Problem 77 появляется в более

позднем AMS-издании. (Scribd) Поэтому я бы не говорил «переводчик правильно перевёл Арнольда». Скорее поздние

переводчики/редакторы молча исправили очевидную опечатку. Это не свидетельство личной авторской правки

Арнольда.

Для твоего будущего примечания в PDF это почти готовый текст:

Текстологическое замечание. В русских изданиях 2004 и 2007 гг. №78 ошибочно ссылается на №76. При буквальном

чтении задача избыточна: №76 уже утверждает плотность орбиты для всех точек. По смыслу должно быть «в

обозначениях задачи 77», то есть для отображения Арнольда («кошки»). Именно так исправлено в позднем

английском издании. Это подтверждается и №79, где сопоставляются две различные системы: иррациональный

перенос из №76 и cat map из №78.

Так что здесь запутался не ты. Текст действительно сломан.

Sources

math.ru math.ru

Задачи для детей от 5 до 15 лет - Арнольд В.И. - 2004 ru.djvu.online

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com

9/27/2026, 4:33:28 PM · gpt-5-6-thinking

​​ ​

76 :
77 :
78 :
79 :

irrational translation: каждую орбиту плотно наматывает на тор;
cat map: периодические точки всюду плотны;
cat map: почти каждая орбита всюду плотна;
для систем 76 и 78: почти соответствующие орбиты равномерно распределены.

g

​квазипериодическое вращение и гиперболический cat map

​периодические точки плотны

​почти каждая точка имеет плотную непериодическую орбиту.
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Хорошо. Продолжаем с 78. Пока что [для этой ситуации] нам известно 75 и 77.

9/27/2026, 4:45:22 PM

Да. Значит, сейчас честно ограничимся тем, что уже «разрешено» самой серией: №75 — возвращение для

сохраняющего площадь отображения, №77 — рациональные/периодические точки плотны, и сама геометрия cat

map. Интересный вопрос: можно ли из этого почти школьно добраться до №78, не вытаскивая готовую эргодическую

теорему.

Thinking

●
Proving orbit density

I’m developing an elementary argument for the hyperbolic cat map: first establishing recurrence, then showing that points avoiding 

any open set form a negligible set. I’m checking carefully whether recurrence alone is sufficient.

●
Proved orbit density

●
Checking logical implications

I’m recognizing that the earlier recurrence and periodic-point results may not by themselves establish almost-everywhere density. I’m 

identifying the missing ingredient—hyperbolicity or Fourier analysis—before claiming the conclusion.

●
Finding the missing step

I’m testing whether recurrence plus dense periodic points can prove density directly. It appears they cannot; I’m looking for the 

additional hyperbolic argument needed to connect recurrent orbits with the map’s expanding and contracting directions.

●
Checked logical implications and identified the missing step

●
Choosing the next tool

I’m linking this step to Fourier characters: proving ergodicity for the cat map gives the almost-everywhere density result cleanly. The 

earlier facts remain useful context, but they aren’t sufficient alone.

●
Chose the next tool

●
Searched 26 websites

✓ Worked for 1m 8s

Да. И здесь первое важное замечание такое:

№75 даёт возвращаемость для сохраняющей площадь динамики, №77 - плотное множество периодических точек. Но из

«периодические точки плотны» вовсе не следует, что почти всякая другая орбита плотна. Для №78 нужен новый

ингредиент - эргодичность cat map. Сам cat map действительно является эргодическим и даже mixing. (Scholarpedia)

И тут есть очень красивое доказательство, которое неожиданно возвращает нас к №58.

Пусть

На торе естественные «гармоники» - характеры

Это ровно непрерывный аналог характеров циклической группы из №58.

Теперь пусть  - измеримая квадрат-суммируемая функция, инвариантная относительно cat map:

Разложим её в ряд Фурье:

​№75 + №77 сами по себе №78 не доказывают.

A = ​ ​ , T (x) =(
2
1

1
1
) Ax (mod 2π).

e ​(x) =k e , k =i(k ​α+k ​β)1 2 (k ​, k ​) ∈1 2 Z .2

f

f ∘ T = f .
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Но

Поэтому инвариантность заставляет коэффициенты быть постоянными вдоль орбит частот:

А для любого  такая орбита в  бесконечна: у гиперболической матрицы  нет ненулевого целого вектора,

который после некоторого числа итераций вернулся бы к себе, потому что её собственные значения

не являются корнями из единицы.

Если бы , в ряде Фурье было бы бесконечно много коэффициентов одной и той же ненулевой величины, что

противоречит

Значит,

то есть всякая инвариантная -функция постоянна.

А это и есть стандартный критерий эргодичности. Такой Fourier proof для гиперболических автоморфизмов тора -

классический. (Mathematics Stack Exchange)

То есть первая половина №78:

Теперь как из этого получить именно формулировку Арнольда - «почти всякая орбита плотна» - желательно не

используя заранее №79.

Берём любую открытую область  на торе. Рассмотрим

Это инвариантное множество. Оно имеет положительную меру, потому что содержит . Эргодичность говорит:

Значит, почти любая точка  попадает в  хотя бы при некотором положительном или отрицательном времени.

А теперь пригодится №75 - точнее, его обычное усиление Пуанкаре: почти каждая точка рекуррентна.

Если оказалось, например,

то существуют большие  такие, что

Следовательно,

При больших , , поэтому в  попадёт уже положительная итерация.

Теперь берём счётную базу маленьких прямоугольников . Для каждого почти всякая точка когда-нибудь туда

попадёт; пересечение счётного числа множеств полной меры опять имеет полную меру.

f(x) = ​c ​e ​(x).
k∈Z2

∑ k k

e ​(Ax) =k e (x).A kT

c ​ =k c ​ =A kT c ​ =(A ) kT 2 ⋯ .

k = 0 Z2 A

λ ​ =± ​

2

3 ± ​5

c ​ =k  0

​ ∣c ​∣ <
k

∑ k
2 ∞.

c ​ =k 0 (k = 0),

L2

​cat map эргодичен.

U

B = ​T (U).
n∈Z

⋃ n

U

μ(B) = 1.

x U

T x ∈−m U ,

r ​j

T x →r ​j x.

T x →r ​−mj T x ∈−m U .

j r ​ −j m > 0 U

U ​,U ​, …1 2
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И поэтому почти для всех 

пересекает каждый открытый прямоугольник:

Мне нравится эта логика:

А №77 здесь играет скорее концептуальную, чем доказательную роль.

После №77 мы знаем:

После №78:

Это великолепный контраст. Периодические точки можно найти в любом микроскопическом кружке, но их мера равна

нулю. А типичная точка никогда точно не возвращается и при этом обходит весь тор.

То есть топологически:

метрически:

Это один из тех примеров, где «всюду плотно» и «почти всюду» говорят совершенно о разных вещах.

И ещё одна внутренняя связь сборника, которую я бы обязательно отметил:

В №58 мы суммировали корни из единицы и получали ортогональность характеров. Здесь те же характеры становятся

способом доказать эргодичность динамической системы.

А уже №79 сделает следующий шаг:

То есть №78 - действительно промежуточная ступень между возвращаемостью №75 и статистическим законом

времени №79.

Sources

Arnold cat map - Scholarpedia scholarpedia.org

linear algebra - Why are hyperbolic toral automorphisms (e.g. Arnold's cat map) ergodic? - Mathematics Stack Exchange

math.stackexchange.com

9/27/2026, 4:45:33 PM · gpt-5-6-thinking

x

{T x :n n = 1, 2, …}

​орбита всюду плотна.

​Fourier/characters → ergodicity ​ recurrence → dense forward orbit a.e.+
#75

​периодические точки плотны.

​почти все точки имеют плотную орбиту.

periodic points dense,

periodic points negligible.

​#58 :  характеры конечной циклической группы⟶ #78 :  характеры тора / Fourier

​не просто орбита посещает всё, а посещает в правильных пропорциях.
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Очень нешкольное решение, к сожалению. Вопрос: есть ли альтернатива? А 79 

использует нешкольное понятие меры (впрочем, уже 75 использует понятие 

гладкого отображения).

9/27/2026, 4:51:01 PM

Да — и, пожалуй, это важный диагноз самой серии: №78 уже нельзя честно сделать “совсем школьной”, если

сохранять формулировку «для почти всех точек». Можно упростить доказательство, но понятие меры всё равно

неизбежно сидит в условии. Я посмотрю, есть ли у cat map геометрический путь без рядов Фурье — через растяжение/

сжатие и длинные тонкие полосы.

Thinking

●
Clarifying the proof

I’m separating a geometric proof of dense orbits from the stronger “almost every” claim. Stable and unstable directions explain mixing, 

but proving the measure statement still requires an area argument, even in an elementary presentation.

●
Clarified the proof

●
Comparing geometric approaches

I’m refining the geometric idea: elongated parallelograms preserve area while winding through the torus. This gives intuition for 

mixing, but a fully rigorous “almost every” result still needs a technical lemma or probabilistic argument.

●
Compared geometric approaches

●
Searched 13 websites

✓ Worked for 48s

Да. Я бы здесь разделил два вопроса.

Первый: можно ли заменить Fourier-доказательство чем-то более геометрическим? Да. Второй: можно ли №78

честно доказать на совсем школьном уровне? По-моему, уже нет. Формулировка «для почти всех точек» сама

требует хотя бы интуитивного понятия площади/множества нулевой площади. И cat map действительно эргодичен и

даже mixing. (Wikipedia)

Самая геометрическая альтернатива начинается с собственных направлений матрицы

Одно направление растягивается в

раз, другое сжимается в  раз. Оба имеют иррациональные наклоны, поэтому соответствующие прямые,

спроецированные на тор, всюду плотны. (MathWorld)

Теперь берём маленький кусочек области . После многих итераций он превращается в очень длинную и очень

тонкую полоску вдоль неустойчивого направления. На торе эта полоска многократно наматывается и проходит

практически через всё. Площадь при этом сохраняется, потому что

Это уже даёт очень наглядную картинку mixing:

И отсюда сравнительно легко увидеть хотя бы более слабое утверждение:

A = ​ ​ .(
2
1

1
1
)

λ = ​ >
2

3 + ​5
1

1/λ

U

detA = 1.

​маленький кусок → длинная тонкая полоса → наматывание по всему тору.

​существуют плотные орбиты
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и даже топологическое mixing: любой открытый кусок после достаточно долгого времени пересечёт любой другой.

Именно гиперболичность и плотные stable/unstable направления лежат в основе геометрического описания cat map.

(Wikipedia)

Но здесь проходит важная граница.

Из того, что  растягивается по всему тору, ещё надо строго вывести:

Для этого уже нужен какой-то метрический инструмент. Можно выбрать:

Fourier-анализ;

теорему об эргодичности;

геометрическое доказательство через stable/unstable foliations и точки плотности;

Markov partition и символическую динамику.

Последние два более наглядны, но объективно не более школьные.

Мне особенно нравится для культурного понимания Markov-путь. Тор режется по устойчивым/неустойчивым

направлениям на несколько параллелограммов. Затем орбите приписывается последовательность символов в

зависимости от того, в какой кусок она попадает:

Cat map превращается почти в shift последовательности. А для «типичной» последовательности любой допустимый

конечный блок встречается снова и снова. Геометрически это означает: орбита попадает в сколь угодно маленькие

области и потому плотна.

Получается:

Это чрезвычайно важное направление современной динамики, но назвать его школьным тоже трудно.

Есть ещё важное различие. Чисто геометрическое растягивание полосок хорошо объясняет почему мы должны верить

№78. Fourier или Markov partition нужны скорее для доведения этого до строгой теоремы.

А насколько страшна «мера» в №79?

Я бы здесь немного смягчил обвинение Арнольда. :-) Формально да, measure theory. Но конкретно на торе под 

можно понимать просто обычную площадь.

№75 уже использует ту же идею:

Так что ребёнку не нужно строить меру Лебега. Можно сказать:

«Множество исключений имеет нулевую площадь».

И №79:

В таком виде содержание очень физическое: сколько времени частица проводит в данной области фазового

пространства?

И вот это как раз абсолютно в духе Арнольда.

Поэтому я бы реконструировал педагогическую логику 77-79 так:

A (U)n

​множество точек с неплотной орбитой имеет площадь 0.

x⟼… 0101101 …

​cat map → Markov partition → symbolic dynamics → типичная случайная последовательность.

mesA

vol(gA) = vol(A).

​ →
n

#{первых n посещений, попавших в A}
​.

area(T )2

area(A)

​77 :  есть множество очень специальных периодических орбит, и оно плотно;
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То есть ступени:

И мой вывод насчёт №78 был бы немного критическим: это одна из немногих задач сборника, где элементарна

скорее картинка и формулировка, чем доказательство. Можно показать школьнику растягивающуюся кошку и

сделать утверждение почти неизбежным психологически; но строгое «almost every» уже принадлежит настоящей

эргодической теории.

В этом смысле №78 заметно отличается, например, от №75: там за великим названием Пуанкаре действительно

скрывается почти pigeonhole argument. Здесь такого чудесного elementary shortcut, насколько я вижу, нет.

Sources

Arnold's cat map en.wikipedia.org

Arnold's Cat Map -- from Wolfram MathWorld mathworld.wolfram.com

9/27/2026, 4:51:19 PM · gpt-5-6-thinking

​78 :  но типичная орбита, наоборот, блуждает по всему тору;

​79 :  и блуждает не как попало, а проводит в областях правильную долю времени.

​periodicity → density → statistical distribution.
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Хорошо (хотя и не очень). Ты, по факту, упомянул символическую динамику. 

Можешь немного (и на относительно школьном уровне) рассказать о связях 

символической динамики, конкретно с кошкой Арнольда и с эргодической 

теорией вообще. Кстати, не связана ли последовательность Туэ-Морзе со всем 

этим?

9/27/2026, 4:56:17 PM

Да — и здесь Туэ–Морс действительно уместен, но не как кодировка кошки Арнольда, а как другой, очень

контрастный пример символической динамики. У кошки символика ведёт к «хаотическому» shift/Markov shift; у Туэ–Морса

— к детерминированной substitution system с нулевой энтропией. Это хороший способ увидеть, что «символическая

динамика» гораздо шире хаоса.

Thinking

●
Связывая системы динамики

Я объясню, как разбиения Арнольда превращают отображение тора в символическую систему, а затем сопоставлю её с 

морфизмом Туэ—Морса: общая идея кодирования одна, но энтропия и структура поведения различаются.

●
Связал системы динамики

●
Сравнивая символические модели

Я покажу школьную картину: орбиту кодируют последовательностью символов. У кошачьего отображения получается 

хаотический сдвиг конечного типа, а у Туэ—Морса — детерминированная, непериодическая последовательность с нулевой 

энтропией; связь — общий язык эргодической теории, а не прямое совпадение систем.

●
Compared symbolic models

●
Explaining symbolic coding

I’m connecting geometry with sequences: periodic orbits become periodic words, dense orbits contain every allowed finite block, and 

ergodicity makes typical block frequencies converge to their expected measures.

●
Explained symbolic coding

●
Сопоставляя свойства

Я подчеркну важный вывод: устойчивые частоты ещё не означают случайность. Туэ—Морс имеет нулевую энтропию и строгую 

эргодичность, тогда как кошачье отображение гиперболично и хаотично; общий мост — символическое кодирование.

●
Сопоставил свойства

●
Собирая объяснение

Я свяжу всё в одну картину: разбиение тора кодирует орбиту словами; теорема Биркгофа превращает подсчёт символов в 

частоты посещений областей; Туэ—Морс показывает, что стабильная статистика возможна без случайности.

●
Собрано объяснение

●
Searched 11 websites

✓ Worked for 1m 27s

Да. И тут символическая динамика как раз даёт почти школьный язык, даже если строгие доказательства

эргодичности остаются нешкольными.

Главная идея очень проста: вместо того чтобы следить за точкой на торе, мы записываем дневник её путешествия.

Разобьём тор на несколько областей, например . Для точки  пишем:

если

A,B,C, … x

… ,A,B,B,A,C,A, …

T x ∈n A,B,B,A,C,A, …
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соответственно. Тогда применение  просто сдвигает эту запись на один знак:

Это и есть основная идея symbolic dynamics: сложное геометрическое движение заменяется сдвигом

последовательности символов. Формально такая последовательность называется itinerary точки. (Encyclopedia of

Mathematics)

Кошка Арнольда

Для cat map

можно провести границы областей вдоль его устойчивого и неустойчивого направлений - тех самых прямых, по которым

кошка соответственно сжимается и растягивается. Получается конечное разбиение Маркова. Не всякая

последовательность символов обязана быть разрешена, но допустимость следующего символа определяется конечным

числом простых правил перехода. Это называется subshift of finite type. Cat map - Anosov-система, и именно Markov

partitions позволяют переводить её динамику в такой символический язык. (Scholarpedia)

И здесь основные динамические понятия становятся почти очевидными:

например

А плотная хаотическая орбита соответствует последовательности, в которой встречаются все допустимые конечные

«слова»:

то есть орбита реализует все локальные варианты поведения.

И entropy можно уже объяснить школьно: спросим, сколько разных разрешённых слов длины  существует. Если их

число растёт примерно как

то система производит экспоненциально много разных историй; энтропия равна примерно

Именно так topological entropy определяется для символических систем через экспоненциальный рост количества

допустимых блоков. (Scholarpedia)

А теперь связь с эргодической теоремой

Это, по-моему, самая красивая часть.

Пусть  - одна из областей разбиения. В символической последовательности поставим:

Тогда

просто доля символов  среди первых  шагов.

А №79 говорит:

T

​…ABBACA… ​ …BBACA…⟼
T

T (x) = ​ ​ x(
2
1

1
1
) (mod 1)

​⟷периодическая орбита ​периодическая последовательность

ABABBABABBABABB …

AAB, BAC, ABBCA, …

n

Cλ ,n

h = log λ.

A

a ​ =n ​ ​{
1,

0,

T x ∈ A,n

T x ∈ A.n /

​

N

a ​ + a ​ + ⋯ + a ​0 1 N−1

A N
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для типичной точки.

То есть эргодическая теорема превращается в совершенно понятное утверждение:

если очень долго читать символическую запись типичной орбиты, частоты символов стабилизируются и

равны пространственным вероятностям.

И не только отдельных букв. Если нас интересует блок, например

можно считать, как часто он встречается. Это соответствует некоторому набору точек тора, чьи следующие четыре

положения проходят через . В эргодической системе частота такого блока тоже стремится к его вероятности.

Поэтому символическая версия №79 - почти закон больших чисел для одной бесконечно длинной траектории:

Вот почему shifts и символическая динамика играют такую огромную роль в эргодической теории. (Encyclopedia of

Mathematics)

И да: Туэ-Морс здесь совершенно уместна

Последовательность

задаётся простейшей подстановкой

То есть

Если взять эту бесконечную последовательность и начать её сдвигать влево,

мы получили настоящую динамическую систему. Это классический Morse-Thue symbolic system. (Encyclopedia of

Mathematics)

И она замечательна именно как контраст с кошкой.

Туэ-Морс:

непериодична;

но совершенно детерминирована;

каждый её конечный кусок повторяется снова и снова с ограниченными промежутками;

её символическая система минимальна и uniquely ergodic. (Encyclopedia of Mathematics)

Последнее означает, грубо говоря, что у неё есть единственная естественная статистика.

Например,

И частоты всех конечных слов тоже существуют.

Это фактически своя версия №79:

​​ ⟶ ​

N

#{0 ≤ n < N : T x ∈ A}n

areaT 2

areaA

ABBA,

A,B,B,A

​временные частоты = пространственным вероятностям.

0110100110010110 …

​0 ↦ 01, 1 ↦ 10.

0 → 01 → 0110 → 01101001 → ⋯

01101001 … → 1101001 … → 101001 … → ⋯ ,

freq(0) = freq(1) = ​.
2

1

​долгое чтение последовательности⟶ устойчивые частоты блоков.
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Но при этом Туэ-Морс имеет нулевую энтропию: число допустимых слов растёт не экспоненциально. То есть она аperiodic

и recurrent, но не хаотична в смысле cat map.

Получается замечательная маленькая таблица:

система периодична? эргодическая статистика entropy / характер

иррациональное вращение №76 нет да , квазипериодичность

Thue-Morse нет да, unique , substitution/order

cat map №77-79 типично нет да , hyperbolic chaos

Это хорошо показывает:

Устойчивые статистические частоты могут возникать и у чрезвычайно регулярной системы.

И здесь есть историческая связь, которая, думаю, тебе особенно понравится.

Марстон Морс в 1921 году использовал последовательность Туэ-Морса именно в динамике: чтобы построить

непериодическую, но рекуррентную геодезическую на поверхности отрицательной кривизны. Геодезическую

кодируют нулями и единицами в зависимости от того, какие части фундаментальной области она пересекает;

последовательность Туэ-Морса обеспечивает recurrence без periodicity. (Encyclopedia of Mathematics)

То есть историческая цепочка буквально такая:

А геодезические потоки на поверхностях отрицательной кривизны - это уже один из центральных классических

объектов эргодической теории, очень близкий к миру Арнольда.

Поэтому Туэ-Морс здесь не боковая случайность. Она представляет другой великий источник символической

динамики.

Мне особенно нравится такая общая картинка:

Мы заменяем сложное движение одной чрезвычайно простой операцией:

А потом геометрические вопросы превращаются в комбинаторные:

вернётся ли траектория? → повторится ли слово?

плотна ли орбита? → встречаются ли все допустимые слова?

хаотична ли система? → как быстро растёт число возможных слов?

эргодична ли она? → стабилизируются ли частоты слов?

По-моему, для нашего комментария к №78 это отличное школьное объяснение того, зачем вообще нужна

символическая динамика, даже если строгий переход от кошки к «почти все орбиты плотны» всё равно остаётся уже

взрослой математикой.

Sources

0

0

> 0

​эргодичность не означает хаос.

​Thue–Morse word → symbolic coding → recurrent geodesic → dynamical systems.

​​ ​ ​

геометрическая система

cat map
geodesic

orbit

⟶

↓
shift

последовательность символов

Markov sequence
Morse sequence

word

​сдвинуть строку на один символ.

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 260 / 269

https://encyclopediaofmath.org/wiki/Thue%E2%80%93Morse_sequence?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


Symbolic dynamics - Encyclopedia of Mathematics encyclopediaofmath.org

Arnold Cat Map - Scholarpedia scholarpedia.org

9/27/2026, 4:56:38 PM · gpt-5-6-thinking

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 261 / 269

https://encyclopediaofmath.org/wiki/Symbolic_dynamics?utm_source=chatgpt.com
https://www.scholarpedia.org/article/Cat_map?utm_source=chatgpt.com
https://www.chatgptexporter.com/


Хорошо. Последняя задача, объединяющая: 79. Произвольное измеримое 

множество (мера Жордана) мы можем свести к прямоугольнику, а для 

прямоугольника доказательство похоже на решение задач 73, 74. К сожалению, 

если мы вернемся к 73, 74 - там была одна проблема: ты утверждаешь, что 0α, 

1α, 2α, ... (mod 1), где α иррациональное число,  равномерно распределена на 

окружности. Это, действительно, известный факт, но ты это не доказываешь. 

Может стоит его доказать (достаточно нестрого, но убедительно объяснить на 

пальцах), потом разобраться в случае прямоугольников (и ситуаций 76, 77), а 

потом кратко объяснить про меру. Если у тебя есть план получше, я весь 

внимание.

9/27/2026, 5:10:10 PM

Я бы предложил чуть другой план, потому что №79 на самом деле склеивает два разных механизма:

1. сначала доказать равнораспределение иррационального вращения на окружности — лучше всего через

геометрическую прогрессию/Фурье, что неожиданно возвращает нас к №58;

2. затем почти тем же приёмом доказать равнораспределение линейного переноса на торе (§76);

3. для cat map (§77–78) честно признать: тут уже нужен эргодический аргумент; можно дать довольно элементарную

Fourier-версию для прямоугольников, без полного аппарата Бirkhoff;

4. и лишь в конце перейти от прямоугольников к Jordan-измеримым множествам через внутреннее/внешнее

приближение прямоугольниками.

Так получится одна логическая лестница, а не ссылка на «известный факт».

Thinking

●
Разбирая план доказательства

Ваш план в целом верный, но я разделяю два случая: иррациональный сдвиг можно объяснить почти элементарно, а для 

катрского автоморфизма нужен эргодический аргумент. Сначала уточню эту границу, затем соберу убедительные 

доказательства для прямоугольников.

●
Разобрал план доказательства

●
Собирая доказательства

Для сдвига я использую геометрическую прогрессию: средние экспонент стремятся к нулю, а затем аппроксимирую 

индикатор прямоугольника тригонометрическими полиномами. Для катрского автоморфизма естественно применяю 

эргодическую теорему к индикатору прямоугольника.

●
Собрал доказательства

✓ Worked for 1m 11s

Да. Твой план хороший; я бы только сделал одну перестановку: сначала доказать одномерное равнораспределение

двумя способами — на пальцах и почти строго, — а потом показать, что №76 есть буквально тот же аргумент в

двух измерениях. После этого будет особенно видно, где №77–79 требуют уже настоящей эргодической теории.

1. Почему  равномерно распределены

Сначала — геометрическая интуиция, очень подходящая после №56.

Пусть  иррационально. Цепные дроби дают хорошие приближения

Тогда для 

0,α, 2α, … (mod 1)

α

α ≈ ​, ​α − ​ ​ <
q

p

q

p
​.

q2

1

n < q

np
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с ошибкой меньше .

Но поскольку , числа

— это просто переставленные точки совершенно равномерной сетки

Значит, первые  точек иррационального вращения выглядят почти как равномерная сетка. Чем лучше рациональное

приближение, тем мельче сетка.

Это уже очень убедительно объясняет картинку:

Строго это пока доказывает результат вдоль хороших знаменателей ; чтобы закрыть все , нужен ещё аргумент.

Но тут есть замечательно короткое доказательство, возвращающее нас к №58.

Для любого целого  рассмотрим среднее гармоники

Это геометрическая прогрессия:

Поскольку  иррационально,

поэтому знаменатель, кроме множителя , фиксирован, а числитель по модулю не больше . Следовательно,

То есть все ненулевые Fourier-гармоники усредняются в ноль.

А постоянная гармоника остаётся.

Это почти весь критерий Вейля: если все ненулевые гармоники имеют нулевое среднее, точки равномерно

распределены. Чтобы перейти от синусов/косинусов к индикатору интервала, надо лишь приблизить ступенчатую

функцию конечной тригонометрической суммой.

И тогда

Вот теперь пробел в нашем разговоре о №73–74 закрыт.

И закон Бенфорда получается буквально:

поэтому частота равна

То есть №58 → №73–74 — совершенно реальная внутренняя связь:

nα ≈ ​

q

np

1/q

(p, q) = 1

0, ​, ​, … , ​

q

p

q

2p

q

(q − 1)p
(mod 1)

0, ​, ​, … , ​.
q

1

q

2

q

q − 1

q

​continued fractions → почти периодическая сетка → равномерное распределение.

q N

k = 0

​ ​e .
N

1

n=0

∑
N−1

2πiknα

= ​.
N(1 − e )2πikα

1 − e2πikNα

α

e =2πikα
 1,

N 2

​​ ​e → 0.
N

1

n=0

∑
N−1

2πiknα

​#{0 ≤
N

1
n < N : {nα} ∈ [a, b]}⟶ b − a.

d — первая цифра 2 ⟺n {n log ​ 2} ∈10 [log d, log(d + 1)),

​log(d + 1) − log d.
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2. №76: то же самое на торе

Теперь пусть

Вместо одномерных гармоник берём

Вдоль орбиты

Поэтому

Это опять та же геометрическая прогрессия.

Если

то все ненулевые гармоники исчезают при усреднении.

Следовательно, для каждой начальной точки

Это уже не просто плотность №76, а сразу результат №79 для этой системы.

И очень важно:

Это уникальная эргодичность иррационального переноса.

Для формулировки Арнольда mod  надо заменить условие на отсутствие

Как мы уже заметили, конкретные  немного неудачны педагогически: буквальная проверка этого условия

затрагивает трансцендентность . Содержательно задача, конечно, про рационально независимые частоты.

3. А теперь cat map: здесь тот же Fourier-язык работает, но результат слабее

Пусть

Для характера

имеем

То есть cat map не умножает гармонику на фазовый множитель, как перенос, а гоняет её частоту по решётке:

Для  эти частоты не повторяются.

​геометрическая прогрессия комплексных экспонент → Fourier → равнораспределение.

T (x) = x + ω (mod 1), x,ω ∈ T .2

e ​(x) =k e , k ∈2πi(k ​x ​+k ​x ​)1 1 2 2 Z .2

e ​(T x) =k
n e ​(x)e .k

2πin(k⋅ω)

​ ​e ​(T x) =
N

1

n=0

∑
N−1

k
n e ​(x) ​ ​e .k

N

1

n=0

∑
N−1

2πin(k⋅ω)

k ⋅ ω ∈/ Z для всех k = 0,

​временная доля посещений прямоугольника → его площадь.

​здесь “для каждой точки”, а не “почти для каждой”.

2π

mω ​ +1 nω ​ ∈2 2πZ.

1, ​2

π

A = ​ ​ .(
2
1

1
1
)

e ​(x) =k e2πik⋅x

e ​(Ax) =k e (x).A kT

k, A k,  (A ) k, …T T 2

k = 0
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Теперь рассмотрим временное среднее одной гармоники:

Посчитаем не само , а его средний квадрат по тору:

После раскрытия квадрата появляются интегралы

И здесь опять работает ортогональность характеров из №58: всё равно нулю, кроме .

Поэтому

То есть временное среднее любой ненулевой Fourier-гармоники стремится к нулю в среднем по начальным точкам.

Вот откуда принципиальное различие:

для №76:

для cat map:

Чтобы превратить это в

уже требуется небольшой кусок настоящей эргодической теории — или стандартный measure-theoretic argument. В

полной общности это именно область действия эргодической теоремы Биркгофа.

Так что здесь проходит честная граница школьной математики.

Но сама причина результата всё ещё вполне наглядна:

никакая ненулевая волна не может сохранять постоянный перекос.

4. №79 — что в действительности говорит эргодическая теорема

Берём область , сначала прямоугольник, и функцию

Тогда

— ровно доля первых  моментов времени, когда орбита находится в .

Эргодическая теорема говорит для эргодической системы:

M ​(x) =N ​ ​e ​(x).
N

1

n=0

∑
N−1

(A ) kT n

M ​(x)N

​ ∣M ​(x)∣ dx.∫
T2

N
2

e ​(x) dx.∫ (A ) k−(A ) kT n T m

n = m

​∣M ​∣ = ​.∫ N
2

N

1

M ​(x) →N 0 для каждого x;

M ​(x) →N 0 сначала лишь “в среднем по x”.

M ​(x) →N 0 для почти всех x,

​cat map постоянно переносит Fourier-моду на новые частоты;

R

f(x) = ​ ​{
1,

0,

x ∈ R,

x ∈ R./

​ ​f(T x)
N

1

n=0

∑
N−1

n

N R

​​ ​f(T x)⟶ f dμ
N

1

n=0

∑
N−1

n ∫
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для почти всех .

Но

Следовательно,

Вот это и есть №79.

И таким образом становится совершенно очевидно, почему №79 — кульминация:

Последнее — намного сильнее.

5. От прямоугольников к Jordan-измеримым множествам

И тут твоя идея совершенно правильная.

Только маленькая терминологическая поправка: не «произвольное измеримое» множество, а именно Jordan-измеримое

— это существенно более хороший класс, чем произвольные Lebesgue measurable sets.

У Jordan-измеримого  граница имеет площадь . Поэтому для любого  можно найти конечные объединения

прямоугольников

такие, что

Если результат уже доказан для прямоугольников, а значит и для их конечных объединений, то

В пределе

А площади  отличаются меньше чем на .

Поскольку  произвольно,

Очень хороший, вполне школьно-геометрический последний шаг.

И поэтому я бы теперь увидел весь финальный кусок 73–79 как одну последовательную историю, а не несколько

задач:

x

f dμ =∫ μ(R).

​​ → μ(R).
N

#{0 ≤ n < N : T x ∈ R}n

75 :  вернётся когда-нибудь;

78 :  побывает всюду;

79 :  ​побывает всюду в правильных пропорциях.

E 0 ε > 0

P ⊂ E ⊂ Q

area(Q) − area(P ) < ε.

freq(P ) ≤ freq(E) ≤ freq(Q).

area(P ) ≤ lim inf freq(E) ≤ lim sup freq(E) ≤ area(Q).

P ,Q ε

ε

​freq(E) = area(E).

​​ ​ ​

73–74

75

76

77

78

79

:

:

:

:

:

:

вращение окружности → равнораспределение → Benford;

сохранение площади → возвращение;

линейный поток на торе → равнораспределение каждой орбиты;

cat map → плотные периодические точки;

ergodicity → почти каждая орбита плотна;

Birkhoff → время = площадь.
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А самое приятное для всей книги: ключевой вычислительный приём, которым мы можем объяснить и №73–74, и №76, и

значительную часть №77–79, уже был подготовлен в №58:

То есть корни из единицы → Fourier → эргодическая теория. Это, по-моему, одна из самых красивых внутренних

связей, которые мы обнаружили во всём сборнике.

9/27/2026, 5:10:21 PM · gpt-5-6-thinking

​characters + geometric series + orthogonality.

🚀 Powered by ChatGPT Exporter 267 / 269

https://www.chatgptexporter.com/


Ура! Мы добрались до конца - с чем нас и поздравляем!!! Похоже, этого 

добились немногие, судя по опечатке в задаче 78 в русскоязычном издании и по 

ответу на задачу 79 в англоязычном (проверь). Тем славнее наш подвиг 

[особенно твой] !  :))  (На всякий случай, это была шутка, но в каждой шутке ...)

:))

9/27/2026, 5:22:48 PM

Поздравляем — и, да, это уже вполне заслуженно. :)) Я проверю именно английский ответ к №79: если там

действительно есть сбой, получится очень забавный финальный штрих к нашему марафону.

Thinking

●
Searched 10 websites

✓ Worked for 27s

Да, проверил - и тут шутка действительно попадает в цель. :))

В английском издании 2015 года к №79 дан буквально ответ:

“The solution is similar to our solution of Problem 74.”

И всё. (Scribd)

Причём это особенно забавно потому, что решение 74 действительно довольно подробно доказывает одномерное

равнораспределение дробных частей  для иррационального : там есть отдельная лемма, разбиение интервала,

сравнение частот в сдвинутых интервалах и вывод, что частота стремится к длине интервала. (Scribd)

Но №79 требует уже двух разных систем:

и

Для №76 аналогия с №74 действительно естественна: это та же идея равнораспределения, только на двумерном торе.

А вот для cat map фраза «аналогично №74» скрывает практически всю эргодическую теорию, которую мы последние

несколько сообщений и пытались честно распутать. Там нельзя просто механически повторить одномерный аргумент.

Так что:

И есть ещё одна важная деталь: этот раздел решений в книге не принадлежит Арнольду. В самом английском

издании под заголовком Solutions to Selected Problems стоит сноска “Composed by Dmitry Fuchs”. (Scribd)

Поэтому у нас получилась забавная маленькая археология текста:

в русском издании №78 ссылается не на ту задачу;

позднее английское издание исправляет ссылку на №77;

зато к финальной №79 решение сводится к одной строке, которая действительно объясняет только половину

истории.

Это, конечно, не доказывает, что «до конца никто не дошёл» - но создаёт очень приятное ощущение, что финальные

страницы книги читали несколько менее пристально, чем первые. :))

mα α

#76 :  иррациональный перенос на торе,

#78 :  cat map почти для всех точек.

​для №76 - да, “similar to 74”;

​для №78 - это, мягко говоря, очень бодрый скачок.
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И да: наш «подвиг» я принимаю только в коллективной форме. Ты, по сути, всё время задавал правильный вопрос: не

«как решить номер ?», а «зачем Арнольд вообще поставил именно эту задачу?». Именно это превратило чтение 79

задач в карту его математической культуры.

А финал получился почти символическим:

Для книжки «от 5 до 15 лет» - совершенно нормально. :))

Sources

(MSRI Mathematical Circles Library) v. I. Arnold - Lectures and Problems - A Gift To Young Mathematicians-American

Mathematical Society (2015) | PDF | Geometry | Numbers scribd.com
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n

детские задачи → логарифмы → Бенфорд → тор → Пуанкаре → Лиувилль–Арнольд → KAM → Anosov → эргодическая тео
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